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Resumen

Tanto los sistemas de tipos como los sistemas de pruebas distinguen elementos que tienen diferente forma aunque
tengan el mismo significado, como pueden ser las pruebas de las conjunciones AAB y BAA, por lo cual una prueba de
una no constituye una prueba de la otra, a pesar de que se puede demostrar mediante la existencia de un isomorfismo
que dichas proposiciones son equivalentes. Sistema | es un célculo lambda simplemente tipado con pares, extendido
con una teoria ecuacional obtenida a partir de los isomorfismos de tipos existentes entre los tipos simples con pares, de
forma tal que las proposiciones con mismo significado son equivalentes. En este trabajo proponemos una extensiéon de
Sistema | hacia polimorfismo, afiadiendo al sistema de tipos el cuantificador universal y sus isomorfismos relacionados.
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Trabajos Realizados

Analizamos el trabajo realizado en torno a la familia de
sistemas mddulo isomorfismos, en particular Sistema I,
revisando las técnicas que se aplicaron en su
desarrollo. Propusimos una extension a dicho sistema
con polimorfismo, a la que llamamos Sistema |
Polimdrfico. Describimos las diferentes caracteristicas
particulares del mismo: el conjunto de isomorfismos a
identificar, y las consecuencias en la relacién de
tipado, reduccioén y equivalencia entre tipos y términos.
Expusimos los motivos de las decisiones de inclusién y
exclusién de isomorfismos y de equivalencias entre
tipos y términos. Probamos la correctitud del calculo
mediante la propiedad de preservacion de tipos, que
debido a la cantidad de isomorfismos internalizados no
resulta trivial.

Conclusiones

Expusimos un problema de rigidez en los sistemas de
tipos en lenguajes de programacién, y en la relacién de
derivacion en los sistemas de pruebas. Estos impiden
que, dadas dos proposiciones equivalentes distintas,
una prueba de una constituya una prueba de la otra.
Los sistemas méddulo isomorfismos se abstraen de las
formas de las proposiciones y se centran en su
significado. Sistema | es uno de ellos. En este trabajo
definimos Sistema | Polimdérfico, una extension del
mismo hacia polimorfismo, y probamos su correctitud
mediante la propiedad de preservacion de tipos.
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Adicién de conectivas, como puede ser un elemento
neutro para la conjuncién T.

Prueba de terminacién, aplicando la técnica utilizada
para demostrar normalizacion fuerte en Sistema I.
Prueba de progresion mediante la incorporacion de la
n-expansion, entre otras reglas.

Extender la implementacion existente de Sistema |
siguiendo el disefio de Sistema | Polimérfico.
Desarrollo de bibliotecas o extensiones para lenguajes
como Haskell, Coq o Agda.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

El tipo de un programa constituye una especificacioén formal de una porcion
de su proposito, y en este sentido todos los programas de un cierto tipo
comparten dicha porcion de proposito. Por ejemplo, en el caso de los
lenguajes de primer orden, cuando decimos que la funcién + tiene tipo
(Entero x Entero) — FEntero, estamos especificando que a partir de un
par de valores de tipo Entero, denota un Entero. Asimismo, decimos que
la funcién — tiene tipo (Entero x Entero) — Entero, lo que resulta en
la misma especificacién parcial que para +. Debido al ampliamente es-
tudiado isomorfismo de Curry (ver, por ejemplo [3] pagina 9), sabemos
que hay definiciones alternativas para las funciones + y — que tienen tipo
Entero — Entero — Entero; esta especificacién parcial establece que a
partir de un Entero, denotan una funcién que, a partir de un Entero, de-
nota un Entero. Es interesante observar que en estas dos especificaciones
formales aparece la misma idea: denotar un valor de tipo Entero a partir de
dos valores de tipo Entero. ;Cudl es la diferencia entonces entre estas dos
especificaciones?

Los tipos de los programas describen clases de problemas. Por ejemplo,
(Entero x Entero) — Entero describe la clase de los problemas que pueden
resolverse a partir de un par de nliimeros enteros. De igual manera, debido a
la propia definicién del isomorfismo de Curry, Entero — Entero — Entero
describe la clase de los problemas que pueden resolverse a partir de dos
numeros enteros. La diferencia radica en la forma en que al programa se
le proveen los dos enteros. En el primer caso es mediante un argumento
de tipo par de miimeros enteros; el resultado se conforma a partir de la

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

combinacién de un programa y un valor de tipo Par de niimeros enteros. Fn
el segundo caso es mediante dos argumentos de tipo Entero; el resultado se
conforma mediante la combinacién de un programa y dos valores (separados)
de tipo Entero. Llamaremos forma a la manera sintactica en que se deben
combinar los programas para obtener resultados, la cual estd determinada
por el propio tipo del programa.

Desde una perspectiva semantica, resulta de interés considerar a los pro-
gramas como soluciones mas alla de sus formas. Dentro de este esquema,
tanto el caso de (Entero x Entero) — FEntero como el de Entero —
Entero — Entero pasan a solucionar la misma clase de problemas: los que
a partir de dos nimeros enteros, sin importar si los mismos son obtenidos
juntos o separados, denotan un nimero entero.

Establecimos entonces que cada tipo describe una clase de problemas,
y vimos que existe un nivel mas de abstraccion en estas, que se obtiene al
ignorar las formas y observar lo que denominaremos fondo (haciendo refer-
encia a su comportamiento) o simplemente significado. El inconveniente de
buscar abstraerse de las formas es que en ellas nos basamos para garantizar
la correctitud de nuestros lenguajes de programacion, ya que los sistemas
de tipos cldsicos no admiten la combinacién de programas de maneras no
especificadas explicitamente; por ejemplo, las construcciones no contemplan
recibir dos argumentos separados en donde se esperaba un par.

Para poder abstraernos de la forma y centrarnos en el significado de los
programas, es necesario establecer cudles son las formas que son combinables
y como combinarlas. Para ello nos valdremos de la nocién de isomorfismo
entre tipos. En términos conceptuales, dos tipos son isomorfos cuando se
pueden transformar términos de un tipo a otro sin perder informacion, es
decir manteniendo el significado. Un ejemplo sencillo es la conmutatividad
de los pares. El tipo A x B es isomorfo al tipo B x A, dado que cualquier
par (x,y) se puede transformar en (y,x), y no se perdié informacién. Un
ejemplo algo mas complejo, que es con el que trabajamos en los parrafos
anteriores, es el isomorfismo de Curry, que relaciona a los tipos (A x B) — C
y A — (B — C). Las funciones curry: (A x B) - C) - (A — (B = (C))
y uncurry : (A = (B = C)) = ((A x B) — C) sirven de testigo para el
mismo. Los isomorfismos entonces representan una relacién de fondo entre
tipos que tienen diferentes formas.

Continuando con el ejemplo de la suma, y considerando

suma : Entero — Entero — Entero
suma’: (Entero x Entero) — Entero

x,y : Entero
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podemos construir las siguientes expresiones validas, en donde (1) y (2) re-
spetan las formas de suma y suma’, y (3) y (4) visualizan el fondo compartido
y adaptan las formas aprovechando el isomorfismo de Curry.

suma x y
suma’ (x,y)

curry suma’ x y

A~~~ A~ /N
— = =
=W N
— O — ~—

uncurry suma {x, y)

Debido a la estrecha relacién entre la programacién y la logica, que se
analizara en detalle en el Capitulo 4, al hablar de tipos y términos estamos
hablando también de proposiciones y pruebas. Desde la perspectiva de la
légica, continuando con el ejemplo de la currificacién, una prueba de la
implicacién (p A q) = r necesitard de una prueba del antecedente p A q, que
a su vez necesitard de una prueba de p y de una prueba de ¢q. De igual
manera, una prueba de la implicacién p = (¢ = r) requerira tanto de una
prueba de p como de una prueba de ¢g. Ocurre entonces que cualquier prueba
de (p A q) = r permitird probar p = (¢ = r), y viceversa. Pero dado que
son evidentemente distintas, una prueba de una no constituye en s{ misma
una prueba de la otra.

Asf como en programacién, la forma de una prueba consiste en la manera
en que puede ser combinada con otras pruebas, y estd caracterizada por
la proposicién correspondiente a la prueba; es por eso que una prueba de
(T Ao) = v no es una prueba de 7 = (¢ = 7). Del mismo modo, lo
que llamamos fondo en programacion tiene aqui la misma acepcién: qué
significa una prueba de la proposicién. En el caso que venimos tratando,
(T ANo) = ~ significa que se puede probar r a partir de tener pruebas de p y
q, y T = (0 = 7) también singnifica que se puede probar r a partir de tener
pruebas de p y q.

El isomorfismo de Curry vale también en la logica y relaciona a las
proposiciones (AA B) = Cy A = (B = (). Dos proposiciones son
isomorfas cuando se puedan transformar pruebas de una en pruebas de la
otra y viceversa, a través de una biyeccion.

Esta tesina se inscribe en una serie de estudios [1,11,13,27] sobre sistemas
que internalizan isomorfismos y permiten que aquellos tipos o proposiciones
que sean isomorfos sean considerados equivalentes.
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1.2 El calculo lambda como método de estudio

La computacion surge a partir de esfuerzos de la comunidad académica
matematica por encontrar respuestas a ciertas preguntas. Siendo los lengua-
jes de programacion sistemas formales, resulta natural que los mismos se
estudien mediante el uso de logica, matematica, y métodos formales en gen-
eral.

El calculo lambda es un lenguaje sencillo con solo tres construcciones
(variables, abstracciones y aplicaciones) disenado en la década de 1930, que
constituyo uno de los primeros modelos de computacién y fue histéricamente
utilizado para el estudio de los lenguajes de programacién funcionales. Fxis-
ten diversas extensiones y restricciones que retratan diferentes propiedades
del mismo. Por ejemplo, el cdlculo lambda simplemente tipado incorpora un
conjunto de reglas tal que los términos vélidos solo son aquellos que se con-
struyan mediante ellas, apuntando a que no sea posible construir programas
que no tengan sentido. Esta restriccion ha servido de base para muchos de
los calculos que se estudian en la actualidad, incluyendo el sistema en el que
se basa este trabajo.

1.3 Nuestro aporte: una extension polimoérfica de
Sistema I

Los sistemas moédulo isomorfismos [1,11,13,27] son cédlculos lambda tipados,
a la vez que sistemas de pruebas, que trabajan moédulo isomorfismos. FEn
particular, Sistema I es un cdlculo lambda simplemente tipado con pares.
Dado que establecimos que los isomorfismos caracterizan la equivalencia de
significado entre tipos y términos de distinta forma, este sistema ignora las
formas de los programas y se centra puramente en el significado, permitiendo
efectuar combinaciones tradicionalmente incompatibles como las expuestas
previamente. Al mismo tiempo, en su cardcter de sistema légico y enten-
diendo a los isomorfismos como igualadores de significado de proposiciones,
Sistema I ignora la forma de las proposiciones y se centra en su significado.
Las consecuencias van desde la comodidad de quien programa o realiza prue-
bas, que podra atender inicamente el significado de sus programas o pruebas
sin ocuparse de que las formas sean compatibles, hasta la capacidad de op-
timizar programas o pruebas a partir de las nuevas formas de combinacién
introducidas.

En términos de expresividad, un siguiente paso natural para un lenguaje
de programacién simplemente tipado consiste en la adicién de polimorfismo.
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Desde el punto de vista logico, esto significa llevarlo de ser un lenguaje
capaz de expresar especificaciones formales en primer orden, a uno capaz de
expresar especificaciones en segundo orden. La propuesta de este trabajo
es agregar polimorfismo a Sistema I, produciendo un nuevo sistema que
llamaremos Sistema I Polimérfico. Esto conlleva agregar: el constructor V a
nivel de tipos; la abstraccion y aplicacion de tipos a nivel de términos; los
isomorfismos faltantes correspondientes al fragmento de la légica con =, A y
V tanto a nivel de tipos como a nivel de términos; y una prueba de correctitud
para el nuevo calculo. Los aportes de esta tesina fueron publicados [27] en
el XXV Congreso Argentino de Ciencias de la Computacién (CACIC 2019).

1.4 Estructura del trabajo

En los capitulos 2 y 3 introducimos el calculo lambda y dos sistemas de tipos:
Tipos simples y Sistema F. En el Capitulo 4 analizamos la correspondencia
existente entre la programacion y la logica, un aspecto clave de este trabajo.
En el Capitulo 5 introducimos el concepto de isomorfismo en los sistemas de
tipos, y las caracterizaciones puntuales de los sistemas que nos competen.
En el Capitulo 6 introducimos la familia de sistemas mddulo isomorfismos
en la cual se inscribe el sistema desarrollado en esta tesina. En el Capitulo 7
introducimos Sistema I Polimérfico, un sistema modulo isomorfismos basado
en Sistema [ y Sistema F.
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Capitulo 2

Introduccion al calculo
lambda

2.1 Origenes

Tal como explica Philip Wadler en 28], a comienzos del siglo XX, a par-
tir de la demostracién de que la légica formal podia expresar parte de la
matematica, Hilbert y sus colegas se convirtieron en los principales propul-
sores de la légica formal, intentando establecer un fundamento légico firme
para la matemadtica. Propusieron una serie de problemas que hoy se conoce
como Hilbert’s Program (el Programa de Hilbert), entre los cuales, para nue-
stro interés como computdlogos, destaca el llamado Entscheidungsproblem
(Problema de la Decision). El mismo consiste en el desarrollo de un pro-
cedimiento efectivamente calculable para determinar la verdad o falsedad de
cualquier sentencia matematica. Este problema suponia la completitud de
la matematica, es decir que toda sentencia o su negacién posee una prueba,
y no requeria una definicion precisa de “efectivamente calculable”. En 1930
Godel probd que la aritmética es incompleta, y para probar que el Problema
de la Decision era indecidible si era necesaria una definicién formal de efec-
tivamente calculable. En 1936, Alonzo Church introdujo el cdlculo lambda,
que constituyd, junto a las funciones recursivas de Gédel y las maquinas de
Turing de Turing, una de las primeras definiciones formales de un proced-
imiento efectivamente calculable. Es también la base tedrica de los lenguajes
de programacién del paradigma funcional, y al dia de hoy mantiene su vi-
gencia como artefacto de estudio de las caracteristicas y propiedades de
distintos sistemas.

15



16 CAPITULO 2. INTRODUCCION AL CALCULO LAMBDA

2.2 Definicién

El calculo lambda es una teoria de funciones, es decir una formalizacién de
las funciones matematicas, que considera su aspecto computacional (para
una introduccién més completa al cdlculo lambda, ver por ejemplo [2,14]).
Es un sistema formal basado en la abstraccion y aplicacion de funciones
que permite representar todas las funciones computables, y dado que estas
son las Unicas construcciones disponibles, todos los datos y estructuras de
interés se representan mediante ellas. Los elementos semdnticos a los que
hardn referencia las expresiones del lenguaje serdn variables, funciones (o
abstracciones) y aplicaciones. Los elementos sintacticos que se usardn para
representarlos seran:

e Para las variables: las letras w,z,y, 2.

e Para las abstracciones: un simbolo A, una variable seguida de un punto
que constituira el pardmetro de la funcién, y una expresion que con-
stituird el cuerpo de la funcién. La idea es que una abstraccién liga a
su parametro con su cuerpo, es decir, establece una conexién directa
entre la variable y los usos de dicha variable en el cuerpo, que estard
dada por el eventual reemplazo del pardmetro formal por el pardmetro
actual en el cuerpo. Por ejemplo, Ax.x es la funcién que liga x en z.

e Para la aplicacién: la yuxtaposicion de las expresiones. Por ejemplo,
si r y s son expresiones, entonces rs es la aplicacién de la funcion r al
argumento s. Llamaremos a las expresiones A-términos (o simplemente
términos) y usaremos las letras r, s,t, u, v para referenciarlos.

La gramética que define a los términos bien formados entonces sera

ti—x

Ax.t |t

donde x pertenece Var, el conjunto infinito de variables.

Podemos ver que el calculo no nos permite producir funciones de varios
parametros de manera directa. En cambio, una funcién de n pardmetros se
escribe como una funcién que toma un parametro y da como resultado una
funcién de n — 1 pardmetros. Asi, por ejemplo, suponiendo que contamos
con una forma de codificar el operador de suma, la funcién que suma sus dos
pardmetros se escribirfa Ax.(Ay.(z+7vy)). Consecuentemente, la aplicacién de
una funcion de varios pardmetros definida en el calculo lambda se llevara a
cabo mediante la aplicacidn sucesiva de sus argumentos; es decir, una funcion
de n parametros se aplicard con un pardmetro, resultando en una funcién
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de n — 1 pardametros, que se aplicard con el segundo parametro, resultando
en una funcién de n — 2 parametros. Siguiendo el ejemplo de la funcién que
suma, suponiendo que contamos con los niimeros naturales ademas del oper-
ador de suma, la aplicacién consistird en ((Az.(Ay.(z +y)))1)2. Tomaremos
de aqui en adelante la convencion de que los paréntesis asocian a derecha en
la abstraccién de funciones y a izquierda en la aplicacion de funciones a argu-
mentos, por lo tanto reescribiremos los términos anteriores como Ax. \y.x +y
y Az ya+y) 12
Ejemplos de términos validos:

e : una variable.

Az.z: la funcién que toma un parametro r y da como resultado x. La
llamaremos id.

(Ax.x)y: la aplicacién de id a y.

Ax. Ay.x: la funcién que toma un pardmetro x y un parametro ¥, ignora
y y da como resultado x. La llamaremos true.

(Ax. \y.x)wz: la aplicacion de true a w y z.

Az Ay.xy: la funcién que toma un pardmetro x y un parametro y, y
aplica x a y. La llamaremos apply.

(Az.Ay.2y)(Ax.x)x: la aplicacion de apply a id y .

En el cdlculo lambda los nombres elegidos para las variables no tienen
relevancia. Existe una equivalencia entre términos llamada «-equivalencia
que expresa esta caracteristica, de forma tal que, por ejemplo, la funcién
Az.r es considerada equivalente a Ay.y. Usualmente, los cdlculos lambda se
consideran moédulo a-equivalencia.

2.3 Computacién

Definiremos primero la funciéon que denota las variables que se encuentran
libres en el término recibido como pardmetro. Una variable ligada es aquella
que se encuentra en un término que es el cuerpo de una funcién que liga
dicha variable. Una variable libre es una variable que no se encuentra en el
cuerpo de una funcién que la liga. Por ejemplo, la variable x esta ligada en
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Ax.x, y la variable y estd libre en Az.y. La funcién fv (por las siglas de free
variables) se define entonces como sigue:

fv(x) = {x}
fv(\x.r) = fv(r) — {x}
fv(rs) = fv(r) U fv(s)

El primer caso establece que las variables libres de una variable suelta
es el conjunto unitario de justamente esa variable suelta. El segundo caso,
que las variables libres de una abstraccidon son las variables libres de su
cuerpo, quitando la variable ligada por la abstraccion. El dltimo caso, que
las variables libres en una aplicacién entre dos términos consiste en la union
entre los conjuntos de variables libres de ambos términos.

2.3.1 Sistemas de reescritura

Los sistemas de reescritura de términos (TRS por sus siglas en inglés) son
relaciones matemdticas compuestas por:

e Un conjunto de términos Ter(>) definido de forma inductiva a partir
de un alfabeto ..

e Un conjunto R de reglas de reescritura o reduccion que definen una
relacion binaria entre términos. Si para dos términos r,s € Ter(Y)
existe (r,s) € R dado por la regla R;, escribiremos r — g, s y diremos
que r reduce en un paso a s.

A continuacién presentaremos algunas definiciones. Sea 7 = (T, {—1})
un TRS:

e =1 es la clausura transitiva de —, es decir que sir — sy s — t,
entonces r —1 ¢.

e —* es la clausura reflexiva transitiva de —, es decir que sir — sy
s — t, entonces r —t ¢, y para todo r, r —* r.

e Un término r € T es una forma normal (f.n.) si no existe s € T tal
que r — s.

e Un término r € T tiene forma normal si existe s € T tal que s es una
formal normal y » —* s.
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e Un término r € T es fuertemente normalizante si toda secuencia
de reduccién comenzada en r es finita y termina en una forma nor-
mal. Llamamos secuencia de reduccion a una secuencia de términos
r0,71,-..,Tn tal que r; — riy;. Decimos que el tamano de dicha se-
cuencia es n, ya que la misma se forma a partir de n pasos de reduccion.

e — es débilmente normalizante (WN por sus siglas en inglés) si todo
r € T tiene una forma normal. En este ejemplo, 7 serfa también WN.

e — es fuertemente normalizante (SN por sus siglas en inglés) si toda
posible secuencia de reducciones en el sistema eventualmente termina.
En este ejemplo, T serfa también SN.

2.3.2 Reescritura en el calculo lambda

El calculo lambda es un TRS, lo que permite que se lo pueda utilizar para
computar. FEn su forma mds bésica se compone del conjunto de los A-
términos y un conjunto de reglas de reduccién con una regla principal, la
regla 3, y reglas de congruencia.

La (-reduccién establece que un término que consiste en la aplicacion
de una funcién a un argumento, reduce al cuerpo de la funciéon donde la
variable ligada por la funcion se substituyd por el argumento. También la
llamaremos (-conversién y (-substitucién. Formalmente se escribe:

(Ax.r)s =g [x = s|r

Dado cualquier A-término, podemos identificar en su interior un conjunto
de términos reducibles que llamaremos rederes por su nombre en inglés
(reducible expressions). Un redex es un término al que se le puede aplicar
una regla de reduccion. Por ejemplo, bajo la S-conversion, en el término
Az.(Ax.(Ay.y)x)z tenemos dos redexes, (A\y.y)x y (Ax.(Ay.y)x)z, pero dado
que [ estd definida sobre aplicaciones de funciones y este término es una
abstraccion, no es posible reducirlo. A su vez, tomando como ejemplo el
término true w z = (Ax.A\y.x)wz, que representa la aplicacidén de la funcién
true w al argumento z, vemos que no podemos aplicar la g-reduccion ya que
true w, si bien reduce a una funcion, no tiene forma sintdctica de funcion.
Si observamos los redexes, encontramos solo uno: (Az.Ay.x)w. Estamos
entonces ante el inconveniente de que un término como true w z no puede
reescribirse porque no tiene la forma sintdctica esperada por la regla (.
Las reglas de congruencia solucionan este problema, permitiendo reducir
términos que no consistan sintdcticamente en una funcién aplicada a un
argumento.
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En A-célculo las reglas de congruencia son:

r—s r—s r—3s

\x.r — )\LE.S(CI) rt — st(CQ) tr — ts

(C3)

Obtenemos entonces las siguientes reducciones para los ejemplos anteri-
ores.

e 1 no reduce a ningdn término, estda en forma normal.

e \x.x esta en forma normal.

(Ar.x)y —p [z =yl

Ax.Ay.x esta en forma normal.

Az y.x)wz =g (cy) (2= wAy.z)2

Ax.Ay.xy estd en formal normal.

Az Ay.oy)(Ar.x)r =g c,) ([0 = Avx| y.ay)r

Para lograr resultados reales en términos computacionales, resta definir
la funcion de substitucién [x := s|r.

[x:=rjlx="r

2=y =y

[x :=r|\r.s=s

[ :=7r|\y.s = \y.Jx :=7]s y & fv(r)
[ :=r|\y.s = Ae.[x =1y := 2]s y € fv(r)
[ = r|st = ([x :=r]s)([x :=r]t)

Dada la substitucién de la variable x por el término r, esta definicién
establece que:

e Cuando el término sobre el que se quiere efectuar la substitucién es
una variable, se la analiza en comparacién con x: si es también z, se
substituye dando como resultado r; si es una variable distinta de x,
por ejemplo y, se descarta la substitucion dando como resultado y.
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e Cuando el término es una abstraccion, se analiza la variable que liga:
si es x, se descarta la substitucién dando como resultado el mismo
término. Si es distinta a a, por ejemplo ¥, se analiza la pertenencia
de y al conjunto de variables libres de r: si no pertenece, es seguro
reemplazar x por r en el cuerpo de la funcion; si pertenece, el reemplazo
produciria que la y libre en r pase a estar ligada en el cuerpo de la
funcién y esto cambiarfa el significado del término (este fenémeno se
denomina captura de variable), por lo que se efectia un cambio de
nombre de la variable ligada por la funciéon, y luego se prosigue con la
substitucion. Cabe destacar que la variable z simboliza una variable
nueva, es decir no utilizada en otra parte del término.

e Cuando el término es una aplicacién, se realiza la substituciéon en am-
bos subtérminos de la misma.

Llamaremos evaluacion a la secuencia de reduccién desde un término
hasta alcanzar una forma normal. Habiendo dado una definicién para la
substitucion, podemos dar una evaluacién para los ejemplos previos:

e (Ax.2)y
-8
laz := y|(x)
— def. subst, caso 1
Y

o (Ax \y.x)wz

—5,(C2)
([ == w|\y.x)z
— def. subst, caso 4
(A\y.Jz == w|zr)z
— def. subst, caso 1
(Ay.w)z
-8
[y :== z|w
— def. subst, caso 2

w
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o Az Ay.ay)(\v.w)x

_>,87(C2)
(lx = Av.x| \y.xy)r
— def. subst, caso 4
(Ay.|z := \e.x]ey)x
— def. subst, caso 6
(Ay.([z := \e.x]r)(Jx = Ae.xly))x
— def. subst, caso 1
(Ay.(Az.z)([x = A\e.x)y))x
— def. subst, caso 2
(Ay.(Ax.2)y)x
—pB
ly := z]((Ax.2)y)
— def. subst, caso 6
(ly == 2]Av.2)([y := 2]y)
— def. subst, caso 2
(Ar.2)([y == zy)
— def. subst, caso 1
(Ax.x)x
—pB
[ = x|z
— def. subst, caso 1

X

2.3.3 Estrategias de reduccién

Debido a la potencial existencia de multiples redezes en un término, resulta
de interés la definicién de estrategias para la eleccion de un redex particular
al momento de efectuar un paso de reduccion. Estas estrategias constituiran
funciones de términos a términos que vinculan un término con el redex que
corresponde que sea reducido.

Veremos que la existencia de términos con secuencias de reduccion in-
finitas juega un rol importante al momento de evaluarlas. Para introducir
la nocién utilizaremos el término Q = (\x.xx)(Ax.2x), para el cual un paso
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de reduccién basta para visualizar el caracter infinito de su 1inica secuencia
de reduccién posible.

(Ax.xx)(Ax.ax)
-8
[ = Av.ax)er
— def. subst, caso 6
([x == Arv.xx|x)([x = Av.ax)r)
— def. subst, caso 1
(Ax.xx)(Ax.ax)

Existen algunas estrategias cldsicas, que son las que describiremos. Cada
una tiene una serie de consecuencias que las hacen més o menos adecuadas
para diferentes contextos. Nos valdremos de la modificacién de las reglas de
reduccién para definir las estrategias presentadas.

Call-by-value En esta estrategia se reducen primero los argumentos y
luego las aplicaciones. Por ejemplo:

(Ay.y)((Ar.a)z)
—call-by-value

(A\y.y)([x == a]z)
= def. subst, caso 1

(Ay.y)x
—call-by-value
[y == 2ly

— def. subst, caso 1

T

Esto se logra mediante la modificacién de la regla 8 agregando la re-
striccién de que el argumento debe estar en forma normal, con lo que las
reglas de reduccién quedan conformadas por:

si s estd en f.n.  (Ax.r)s —g [x = s|r

r—s r—8 r—s
\x.r — )\LE.S(CI) (C2) tr —ts

(C3)

rt — st
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La principal ventaja de la estrategia call-by-value es que los argumentos
a funciones se evaliian por tnica vez. Fn los casos en donde la variable ligada
por una funcién aparece n veces en el cuerpo, haber evaluado el argumento
previamente ahorra las n — 1 evaluaciones restantes, que son idénticas.

Call-by-name En esta estrategia se reducen primero las aplicaciones y
luego los argumentos. Por ejemplo:

(Ay-y)(Ar.a)x)

—call-by-name
[y == Qa.a)aly
— def. subst, caso 1
(Ax.x)x
—?call-by-name
[x = x|x
— def. subst, caso 1

X

Esto se logra mediante la eliminacién de la regla de congruencia (C3),
que permite reducir el argumento en una aplicacion, con lo que las reglas de
reduccién quedan conformadas por:

(Ax.r)s =g |x = s|r

r—s r—s

—(C —(C
Ar.r — )\:E.s( v rt — st( 2)

La principal ventaja de esta estrategia es la posibilidad de computar
utilizando términos con secuencias de reduccién infinitas. Por ejemplo, true
x =% x. El teorema de estandarizacion establece que si un término tiene
forma normal, call-by-name la encuentra.

Reduccién débil (weak reduction) Esta es una estrategia adicional
que resulta transversal a las anteriores, ya que solo establece la no reduccién
bajo lambda, es decir la no reduccién de un término consistente en una
abstraccion. La reduccién de abstracciones se corresponde con la idea de
optimizacién de programa, en donde partes de un programa son reescritas
previamente a su ejecucion. Hay una regla en particular que determina si
una estrategia es débil o no: (C1). Cuando no estd presente, la estrategia es
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débil, y cuando estd no lo es. Las reglas de las estrategias anteriores en su
formato débil son, entonces:

o Weak call-by-value:
si sestaenfn. (Ax.r)s —g[r:=s|r

r— s r— 8
C
(C2) tr > s

(C3)

rt — st

o Weak call-by-name:

r— s
rt — st

(Ca)

(Ax.r)s —p @ = s|r
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Capitulo 3

Calculo lambda y sistemas
de tipos

3.1 Sistemas de tipos

El tipado en los sistemas formales consiste en la asignacién de elementos
de un conjunto de tipos a cada término valido, lo que permite efectuar una
separacion entre diferentes conjuntos de valores. Desde la perspectiva de los
lenguajes de programacion, la idea de tipado consiste en la incorporacion
de un sistema formal —el sistema de tipos— cuya principal caracteristica es
que permite distinguir entre dos clases de programas: los bien tipados que
son aceptados por el sistema, y los que no tienen un tipo y por lo tanto son
rechazados por el sistema. Los beneficios que se desprenden de la existencia
de un sistema de tipos en un lenguaje son:

e Deteccidon de errores en compilacién: errores sencillos como aplicacién
de funciones con argumentos de tipos equivocados pueden ser detec-
tados antes de la ejecucion.

e Mejora del rendimiento: la afirmacion por parte del sistema de tipos
de que los términos cumplen con las reglas de tipado constituyen una
demostracion formal, por lo que permiten prescindir de las verifica-
ciones de tipos en tiempo de ejecucién, que de otra forma deberian
realizarse.

e Documentacién: los tipos de los términos constituyen una especifi-
cacién formal parcial de su naturaleza y comportamiento, por lo que
su propia presencia anade informaciéon importante.

27
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La definicién de un sistema de tipos quedara marcada por elecciones en
las restricciones impuestas sobre los términos tipables, las cuales determi-
naran el nivel de expresividad y seguridad del lenguaje de programacion.
Jones describe [20, pédgina 2| los cuatro factores mds importantes en la la
definicion de un sistema de tipos: la flexibilidad de aceptar una cantidad ra-
zonablemente grande de programas y no imponer demasiadas restricciones,
la existencia de un procedimiento de chequeo de tipos que funciones de man-
era aceptable, que el mismo exhiba un comportamiento intuitivo y quien
programa pueda predecir cudles programas seran aceptados y cudles no, y
la precision con la que los tipos reflejan las propiedades de sus elementos
asociados.

3.2 (Calculo lambda simplemente tipado

La definicion formal de un sistema de tipos involucra especificar: el conjunto
de los tipos; las reglas de produccion de juicios de tipado validos; y la
demostracion formal de ciertas propiedades.

3.2.1 El conjunto de los tipos
En este calculo, el conjunto de los tipos estd definido de manera inductiva
como sigue:

A = 17]|A-A

Utilizaremos las primeras letras del abecedario en mayuscula para referirnos
a tipos cualesquiera.

3.2.2 El conjunto de los términos

Los términos serdn los del cédlculo lambda simplemente tipado, con la mod-
ificacién de que se le indicara a las variables el tipo que le corresponde:

to=at | At | tt

La notacién que agrega el tipo explicitamente a las variables se denomina
a la Church. Omitimos el tipo en variables cuando es facilmente deducible
del contexto o cuando no resulte relevante, y por ejemplo escribimos Az .
en lugar de Az? .z,
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3.2.3 Reglas de tipado

Un juicio en un sistema de tipos es una relacién entre un contexto, un
término y un tipo, y se escribe

'kr:A

donde I" es un contexto conformado por pares x : B de variables y tipos.
Este juicio establece que un término r tiene tipo A dadas las asunciones
establecidas en I'. A su vez, al escribir s : B estaremos implicando que
existe un contexto I' tal que I' - s : B. Utilizaremos las letras griegas
maytsculas ', A, & para referirnos a contextos.

Cada sistema de tipos establece un conjunto de aquellos juicios que son
validos en el mismo. Este conjunto queda determinado por las reglas de
tipado o de produccién de juicios. En el cdlculo lambda, estas reglas son las
sigulentes:

e[2x:AF2x: A
e Sil,x: AFr:B,entoncesTF Az .r: 4 > B

e Sil'Fr:A—->Byl'Fs: A entonces'Frs: B

donde I',x : A representa I' U {x : A}. La primera regla establece que si el
contexto indica que z es de tipo A, entonces podemos deducir que en ese
contexto x es de tipo A. La segunda regla, que si dado el contexto x es de
tipo A, se tiene que r es de tipo B, entonces la funcién A\z4d.r es de tipo
A — B y no se requiere 2 : A en el contexto; esto significa que Az .r es una
funcién que recibe como argumento un valor de tipo A y tiene como cuerpo
un término de tipo B. La tercera regla, que si dado un contexto se tiene
que r es de tipo A — B y s de tipo A, entonces, en el mismo contexto, la
aplicacién de r a s tiene tipo B; esto significa que aplicar una funcién con
un argumento del tipo adecuado produce un valor del tipo del cuerpo de la
funcién, lo cual se condice con las reglas de reduccion del calculo.

La forma usual de expresar derivaciones de juicios es mediante drboles de
las reglas aplicadas, por lo cual escribiremos las reglas de produccién como
sigue:

F,x:AI—LL’:A(agj)
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I'x:AFr: B (=)
'FXxAr:A—> B "

'tr:A—> B I'ks: A
I'krs: B

(=)

3.2.4 Derivaciones de tipos

La derivacién de un tipo consiste en una demostraciéon formal de que un
juicio dado es valido. Lo expresaremos en forma de arbol donde cada nodo
es un juicio y la raiz es el juicio a probar, y donde cada hoja debe ser un juicio
obtenido mediante la regla (ax) o bien una hipétesis. Un juicio es vélido
si y solo si existe un arbol de derivacién valido para este. Para ilustrar el
concepto retomaremos algunos de los ejemplos vistos en la seccion 2:

o I
r:Tha:T (az)
o 7.
(ax)
SEEE
o (Ax".2)y:

r:Thx:T ,
FX T =T ’ y:tkhy:7

(ax)

(=)
y:7E ")y T

o T \yTTT

(ax)
r:TYy:To>THRX:T

(—i)

c:TEMN T (ToT) T
(=)

FAX" Ay 7 Txe:71—>(r—>71)>7T
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o (A" Ay .x)wz:

(ax)
r:TYy:To>THRX:T

T—T (7')
c:THEN T T T T
— —i) —— (ax)
FAXx" Ay 7 Tx:T T T T wi:Thkw:T

(—e)

w:TkE AT AN T o)w T ST T
(1)
(1)

ax
w:TkEAT AN T T )w T ST T z:T—>Ti—z:T—>TE ))
_)
wiT, 2T > THE AT N TT)wz T ‘
o N\ Ny ay:
(ax) ————— (ax)
TITOTOTY: THEF:T—>T—>7T y:ri—y:r( )
_)
r:ToToTY TRy T T (=) ¢
iy
r:ToToTEN Yy ToT ST z( )
.
FAX™ 7T T A xy (T2 T>7T) T >T—>T '
o (A" 7T \yT.ay)( A\ .x)x:
(az) ———— (ax)
r:T—ThF:T—T y:17hy:T )
H
r:ToT,y: TRy T ¢
) S (=) ———— (ax)
T TEAN Xy T =T r:Thx:T
.
FAX™ 77" Ay xy: (1T—>7)>T—>7T ' FXTx:T—T
(—e)

Fa™ " My ay)(Aa"x) 7> 7
(1)
(1)
F\™ 7" ey)(\"a):1T—>717 x:Tha:T
x:TE AT Ty N s T

(azx)

(—e)

Aplicadas estas restricciones, se puede observar que ahora un término
sin sentido como () no puede tiparse y por lo tanto no es valido.
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3.2.5 Propiedades de interés

Enunciamos a continuacién las propiedades que resultaran de interés para
el desarrollo de esta tesina.

Generacion Establece las conclusiones que pueden obtenerse a partir de
la observacion de un juicio, acerca de como el mismo fue generado.

Lema 3.2.1 (Generacion).

1. Sil'Fx: A, entoncesx: Ael

2. 8Si T F Xx?.r : C, entonces existe B tal que T, : AF r: By
C=-—A—B

3. Sil'Frs: B, entonces existe A tal que'Fr: A—->BylkFs: A

Prueba. Por induccién en la estructura del juicio. O

Substitucién Establece que substituir en un término una variable por un
término del mismo tipo que la variable, no modifica el tipo del primero.

Lema 3.2.2 (Substitucién).
Sil'e:AFr:Byl'tks: B, entonces ' - [ := s|r: B

Prueba. Por induccion en la estructura de r. O

Preservacion de tipos Establece la preservacién del tipo a través de la
reduccioén, es decir, todo término tiene el mismo tipo que cualquier término
al que pueda reducir.

Teorema 3.2.3 (Preservaciéon de tipos).
SilkFr:Ayr—s, entonces'-s: A.

Prueba. Por induccién en la relacién —. |

3.3 Sistema F

Sistema F [18] es una extension del cdlculo lambda simplemente tipado que
permite expresar polimorfismo. Se lo llama también cédlculo lambda tipado
de segundo orden o calculo lambda polimérfico. La idea del polimorfismo
reside en la abstraccién de tipos, que consiste en agregar la nociéon de variable
de tipo, y permitir que se pase como parametro el tipo efectivo.
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3.3.1 Tipos y términos

El conjunto de los tipos del cdlculo lambda simplemente tipado se ve modifi-
cado, primeramente, por la incorporacién de las variables de tipo. En lugar
de tener un tipo bdasico 7 como antes, se utilizardn variables de tipo que
seran notadas con las tltimas letras del abecedario en mayiscula. Ademds
se le agrega la construccién que indica abstraccién de tipos, representado
con el simbolo del cuantificador universal V. El conjunto queda definido
como sigue:

A = X|A—A|VX.A

donde X pertenece a TVar, el conjunto infinito de variables de tipo.

Por otro lado, el conjunto de los términos sufre también modificaciones.
Se agrega un constructor para la abstraccion y un constructor para la apli-
cacion. La abstraccién se notarda con un A y la aplicacién con un término
seguido del argumento de tipo entre corchetes. Queda definido entonces de
la siguiente manera:

to=at ) Attt | AX.t] t[A]

La a-equivalencia vista en el Capitulo 2 se hace extensiva a este sis-
tema, donde, por ejemplo, la abstraccién AY.\xY .2 se considera equivalente
a AZx? 2.

3.3.2 Funciones relevantes

Definimos a continuacion un conjunto de funciones que resultan de impor-
tancia para las propias definiciones del sistema.

Variables de término libres en términos La funcion F'V; toma un
término y denota el conjunto de todas aquellas variables de término que se
encuentran libres en dicho término. Se abrevia F'V; por la traduccién al
inglés de “variables libres en términos”: “free variables in terms”. Se define
como sigue:

FVi(a?) = {2}

FVilar) = FVi(r) — {21
FVi(rs) = FVi(r) U FVi(s)
FVi(AX.r) = FVi(r)
FVi(r[A]) = FVi(r)
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Variables de tipo libres en términos La funcién F'T'V; toma un término
y denota el conjunto de las variables de tipo que son el tipo de variables li-
bres en dicho término. Para ello utiliza la funcién auxiliar FT'V/ que toma
un conjunto de variables de término cuyos tipos son variables de tipo, y de-
nota el conjunto de las variables de tipo de dichas variables de término. El
nombre de la funcién estd dado por “free type variables in terms”, “variables
de tipo libres en términos” en inglés. F'TV/ se define como sigue:

FTV/({z}) = {typeof x}
FTV!({x,20,21,...,2n}) = {typeof 2} U FTV]({xg, 21, ...,2n})
donde typeofiz?) = A

Luego FTV; se define como la composicion entre FTV] y FV; :

FTVy(t) = FTV/(FV(t))

Variables de tipo libres en tipos La funcién FTV4 toma un tipo y
denota el conjunto de las variables de tipo (es decir XY, Z,...) libres en
dicho tipo. Su nombre estd dado por “free type variables in types”, inglés
de “variables de tipo libres en tipos”. Se define como sigue:

FTV4(X) = {X}
FTVA(A — B) = FTV4(A) U FTV4(B)
FTVA(YX.A) = FTV4(A) — {X}

Variables de tipo libres en contextos La funciéon F'T'V. toma un con-
texto y denota el conjunto de las variables de tipo que se encuentran libres
en dicho contexto. El nombre de la funcion estd dado por “free type vari-

ables in contexts”, “variables de tipo libres en contextos” en inglés. F'T'V, se
define como sigue:

FTV,(x: A) = FTV4(A)
FTV.(T,2: A) = FTV,(I') U FTV4(A)

Substitucién de variables de término La funcién [x := t]r toma una
variable de término 2, un término ¢ y un término r y denota el término r en
el que se substituyé cada ocurrencia libre de x por t. Se define por induccién
sobre el término r.
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F,x:AI—LL’:A(agj)

'e:AFr: B (=) '-r:A— B FI—S:A(_>)
'FXedAr:A—- B "' I'krs: B ©
'tr: A X ¢ FTV.(I') '-r»:vVX.A

(Vz) (ve)

TFAX.7:VX.A T'Fr[B]:[X :— BJA

Figura 3.1: Reglas de tipado de Sistema F

[z :=t(y) =y
[ = t|(Maxtr) = At
[ = t](My?tr) = Ayt e = tr siy & FVi(t)
[ = ) r) = [ = (A y = 2)r) sty € F'Vi(1)
[ = t](AX.r) = AX.[x = t|r
2= 2)(r[A]) = ([ := t]r)[A]
Substitucién de variables de tipo La funcién [X := A|B toma una

variable de tipo X, un tipo A y un tipo B y denota el tipo B en el que se
substituyo cada ocurrencia libre de X por A. Se define por induccién sobre
el tipo B.

(X =A|(X)=A4

(X = A(Y) =Y

(X :=A|(B—C)=[X:=A]B—[X:=AC

X = AJ(VX. ) VX.B

X == AJ(VY.B) = VY.[X := A|B S Y & FTV4(A)
(X == AJ(VY.B) = [X = A|(VZ]Y := Z|B) S Y € FTV4(A)

3.3.3 Reglas de tipado

A las reglas de tipado del cdlculo lambda simplemente tipado se le agregan
las dos correspondientes al nuevo constructor de tipos V, una para intro-
ducirlo y otra para eliminarlo, de forma que las reglas de Sistema F son las
de la Figura 6.5.
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La regla (V;) indica que si un término r tiene tipo A y la variable X
no se encuentra libre en I', entonces se puede abstraer r produciendo el
término AX.r con tipo VX.A. La regla (V.) dice que si un término r tiene
tipo VX.A, entonces se puede aplicar r pasandole como argumento un tipo
B, produciendo el término r[B] cuyo tipo es A modificado cambiando todas
las apariciones de X por B, lo que se expresa como [X := B|A.

3.3.4 Reglas de reduccién

Dado que agregamos constructores de términos y una regla de eliminacién
de un constructor de tipos, debemos indicar cual es la seméantica operacional
de los términos formados a partir de una derivacién que aplica la regla de
eliminacién del constructor; es decir, cémo reducen dichos términos. En este
caso la reduccién asociada a la eliminacion de V es similar a la 5-conversién,
con la diferencia de que aplicada con tipos. La relacién de reduccion se
define entonces como sigue:

(Ax.r)s —p, @ :=s]r (AX.")[A] =35, [X = A]r

3.3.5 Ejemplos
Podremos entonces definir, por ejemplo, la funcion id que funciona para
cualquier tipo que se le indique
AX Xy
cuya derivacion de tipo es

(ax)

y: XkFy: X (=)
i
FadXy X = X ) (3.1)
FAX Ay VXX = X)

Y luego aplicarla por ejemplo a7 — 7
(AX X yX ) — 7](Aa™.2)
obteniendo la siguiente secuencia de reducciéon
AX M )r = 7l(\a".2) =5, M\ 7T )" .a) o, AT
BA Ba

También puede utilizarse en algiin término mds complejo como
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(/\zVX‘(X—)X)./\:L,T./\w’r—>7'.<z[7.]:1}’ 2T — T]w>)(AX./\yX.y)

cuya derivacién de tipo, donde abreviaremos r = (z[7]z, 2[T = Tjw) y Iy =
VX(X — X), es

———— (ax)
ZZ[\;/}—ZZ[\;/ ()
— (ax
PN N - b e ‘ x:Tha:T (3.2)
—e)
zily,x T 2Tl T
— (ax)
ZI[V"ZI[V ( )
ax
z:lykzroT1i(t—>7)=>(T—>71) ‘ w:T—>TI—w:T—>T( )
_)
2wt —oTRZToTIW TS T ‘
(3.3)
(3.2) (3.3)
zily,x Tzl T z:lv,wzr—>ri—z[7—>r]wzr—>r( )
Ny
z:ly,x:T,wiT TR T X (T T) ‘
(=) (3.4)

zily,x:TE XM (T = T) 5 (T X (T = T))

z:lyE AT T T = (1o 7)o (T x (T > T))

FXe A ™ ™7 (Iy) = (1= 7) = (1 x (1 = 7))

(3.4) (3.1)

FAzvda™ dw™ 7T Iy = (1= 717) = (1 x (1 —=71)) FAXMNYy: Ly

—e)

FAlv ™A™ 7o (1= 1) = (T x (1 = 7))

Es de interés destacar que en el cédlculo lambda simplemente tipado no
seria posible construir un término que se comporte como este, debido a que
z deberia tener un tipo monomodrfico, es decir podria ser o bien de tipo
A — A o bien de tipo B — B, no de ambos. De manera que se requeririan
dos funciones id distintas para lograr el mismo resultado.

3.4 Extension con pares

Las extensiones con diferentes constructores resultan transversales, ya que
podemos modificar el cdlculo lambda simplemente tipado extendiéndolo con
constructores de a uno, e incluso mezclar cuales vamos agregando. Por
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ejemplo, un constructor que vamos a agregar de manera transversal a los
dos célculos tipados vistos, es el de los pares o producto. Este constructor,
que notaremos con el simbolo x, se corresponde con los pares ordenados.
Para ello se requiere agregar:

El constructor al conjunto de los tipos:

A= |AxA

Las construcciones correspondientes a formar y proyectar un par, que
notaremos con {,) y 7 respectivamente:

ti=... | <t,t> | mt | ol

Las reglas de tipado correspondientes a la introduccion y eliminacién
del constructor de tipos:

I'kEr: A I'ks: B

A
L'+(r,s): ANB ()
F}—r:A/\B(/\) FI—r:A/\B(/\)
FFmr:A ¢ CFayr:B & 2

Las reglas de reduccién correspondientes a las reglas de eliminacién
del constructor de tipos:

m1(r,8) =g, 1 mo(r, 8) —rry S



Capitulo 4

Computaciéon y Loégica: la
correspondencia
Curry-Howard

4.1 Deduccién Natural

4.1.1 Definicién

Uno de los interrogantes de principios del siglo XX era establecer la consis-
tencia de ciertas logicas. En 1935, Gentzen introdujo una formulacién de
la l6gica que llamé6 Deduccion Natural [16,17], cuya propuesta se centra en
expresar reglas de inferencia que se acerquen a la forma en que efectivamente
razonamos.

En Deduccién Natural la implicacién se indica con =, la conjuncién con
A, la disyuncion con V, el cuantificador universal con V y el existencial con
3. La principal novedad de Gentzen fue la definicién de reglas de derivacion
en pares introduccion-eliminacion para las conectivas. Las reglas de intro-
duccion sirven para derivar una férmula incluyendo la conectiva, estable-
ciendo asf el significado de la misma, mientras que las de eliminacién sirven
para derivar una férmula quitando la conectiva, determinando qué puedo
hacer a partir de la conectiva. Tomaremos las reglas correspondientes al
fragmento de la logica compuesta por las conectivas = y A.

Las reglas para la conectiva = son las siguientes:

e La introduccion establece que si ante la veracidad de A se puede probar

39
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B, entonces se puede concluir A = B sin dicha presuncién.
A+ B (=)
A= B "
e La eliminacién establece que dada una prueba de A = B y una prueba
de A, se puede concluir B.

'-rA=20H '-A
I'=B

Las reglas para la conectiva A son las siguientes:

(=)

e La introduccion establece que a partir de una prueba de A y de una
prueba de B, se puede concluir A A B.
A '+ B (A)
I'~AAB ’
e La eliminacién establece que dada una prueba de A A B, se pueden
concluir A por un lado y B por el otro.
I'HAAB I'HAAB
rra e I'FB

Ademas de las reglas de introduccién y eliminacién de conectivas, la
regla axiomatica permite concluir una férmula cuando se asume verdadera.

(/\62)

RAFAmw

4.1.2 Construccién de pruebas

Con las definiciones previas podemos entonces probar, por ejemplo, las sigu-
ientes férmulas mediante la construccién de sus arboles de derivacion:

A= B= A:
— (ax)
A BF A
— (=)
AFB= A
——— (=)
FA=B=A
(ANB)= (BAA):
- (a2) ——— (a2)
AABFAAB(N) AABFAAB(N)
ANBFB ¢ AABFA()“
AANBFBAA ’

(=)
- (AAB) = (BAA)
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4.1.3 Simplificacién de pruebas

Uno de los resultados clave de este sistema consiste en la definicién de un
metateorema conocido como eliminacion de corte (cut-elimination en inglés)
que establece que siempre que en una derivacion se encuentra una intro-
duccion inmediatamente seguida de una eliminacion de la misma conectiva,
la derivacién puede transformarse en otra equivalente sin dicha secuencia, y
por lo tanto més sencilla.

Simplificacién de = La introduccién de = para A = B requiere poseer
una prueba de B a partir de la suposicion de A. La eliminacién de =
requiere poseer una prueba de A = B y de A, y da como resultado una
prueba de B. Introducir un = e inmediatamente eliminarlo parte de una
prueba de B a partir de A, y nos deja con una prueba de B. Dado que
para obtener esta ultima prueba de B se requirié una prueba de A (que
puede obtenerse del mismo contexto), la secuencia introduccién-eliminacion
es redundante. La regla que formaliza esta simplificacion es la siguiente:

A B ()
r-A=p5 """ FFA(j) — I'+B
I'FB ©

Simplificacién de A Introducir un A entre dos proposiciones A y B re-
quiere poseer pruebas para ambos A y B. Eliminar un A inmediatamente
luego de haberlo introducido arroja como resultado una prueba de alguno
de los dos componentes de la conjuncién. Es decir, introducir un A entre
Ay By luego eliminarlo nos deja con una prueba de A o de B, segin la
regla aplicada. Dado que para introducir el A se requirieron ambas pruebas,
la secuencia introduccién-eliminacion de A es redundante. Las reglas que
formalizan esta simplificacion son las siguientes:

I A FFB(N)
I'AAB ‘ = - A
——— (A1)

A

I'FA FFB(N)
I'FAAB ‘ — I'B
—— (MAe2)

I'FB

Aplicando las reglas definidas podremos, por ejemplo, simplificar una
prueba como se muestra en la Figura 4.1.
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(ax) —— (a2)
Az ArA=A " ArA ()

K2 —A _
F(A= A)= (A= A) FA= =) B~ B (=)
FA= A I—B:>B(/\,)
(A= A) A (B = B) '

FA= A

/\el)

aFa 5rp (@
(=) ——— (=)
FA= A FB=1B (As)
(A= A) A (B = B) '
(/\el)

FA= A

T (ax)
= A4
FA= A

Figura 4.1: Ejemplo de simplificacién de una prueba

ax
THEa ) ;qu:BHVA((L)
A'_B:>A(:(Z>)) r:AF P2 :B— A (1 )
— i —i
FA=B=A FxxA yPao:A—B— A

Figura 4.2: Derivacionesde - A= B = Aydek A\ \Pa:A— B A

4.2 Correspondencia Curry-Howard

4.2.1 Definicién

Vimos que en Deduccién Natural podemos producir pruebas de proposi-
ciones aplicando las reglas de inferencia. Asi, por ejemplo, podemos obtener
una prueba de la proposicion A = B = A denotada por el juicio - A =
B = A. De manera similar, en el calculo lambda simplemente tipado pode-
mos producir una derivacién de que un término tiene cierto tipo aplicando
las reglas de tipado, y asi obtener, por ejemplo, el juicio - \at AyP.a: A —
B — A

La proposicion A = B = A expresa el razonamiento de que si sabe-
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=1 a) T2 AF 2. A
AR A r:AFx: A
A+ B Fe:AFr: B '
FrisB Y TFadriAs Bl Y
'A=B A 'FXdr:A—> B F'Fs: A
(=) A . (=)
I'+B '+ (\xAdr)s: B
'-A TFB ’'r:A TFs:B
(M) - (%4)
'-AAB ' {rs): Ax B
C-AAB FI—r:AxB(X )
TEa el T A el
C'-AAB FI—r:AxB(X )
rEp ) TF ror B 2

(a) Deduccién Natural

(b) Célculo lambda

Figura 4.3: Comparacion de reglas

mos que vale A, sabemos que vale B = A; a su vez, B = A expresa el
razonamiento de que si sabemos que vale B, entonces sabemos que vale A.
El tipo A - B — A denota el conjunto de los programas que toman un
valor de tipo A como pardmetro y dan como resultado otro programa de
tipo B — A; a su vez, el tipo B — A denota el conjunto de los programas
que toman un valor de tipo B como parametro y dan como resultado un
valor de tipo A. Se puede observar la similitud de ambas derivaciones en la
Figura 4.2, las cuales siguen la misma estructura, difiriendo inicamente en
los simbolos de conectivas y en la presencia de términos. En la Figura 4.3 se
pueden apreciar las similitudes estructurales de las reglas de derivacién de
pruebas en Deduccién Natural y de tipos en cdlculo lambda. A continuacién
analizaremos de forma conceptual dichas similitudes:

e (ax): en Deduccion Natural, la regla axiomdtica expresa que podemos
probar A ante la suposiciéon de A. En el cdlculo lambda, expresa que
podemos afirmar que z tiene tipo A, ante la suposicion de que 2 tiene
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tipo A.

(=:)/(—=:): en Deduccion Natural, la regla de introduccion de la im-
plicacién expresa la incorporacion de la dependencia a la proposicion:
si a partir de la suposicién de que vale A puedo probar B, entonces sin
necesidad de suponer A puedo probar A = B. En el calculo lambda,
la regla de la introduccion de la abstraccién expresa que si un valor
r tiene tipo B ante la suposicion de que la variable x tiene tipo A,
entonces el programa que al recibir como pardmetro una variable x de
tipo A da como resultado r, tiene tipo A — B.

(=¢)/(—¢): en Deduccién Natural, la regla de eliminacion de la im-
plicacion expresa una de las clasicas formas de argumentacion descu-
biertas en la antigiiedad, el modus ponendo ponens: cuando se tiene
una prueba de A = B y otra de A, se concluye B. En el célculo
lambda, la regla de eliminacién de la abstraccién (o simplemente apli-
cacion) expresa que si al tener un programa que produce un valor de
tipo B al recibir un argumento de tipo A, que es lo que especifica el
tipo A — B, entonces pasarle un argumento de tipo A efectivamente
produce un valor de tipo B.

(Ai)/(x;i): en Deduccion Natural, la regla de introducciéon de la con-
juncion expresa la agrupacion de dos pruebas: a partir de dos pruebas,
produce una nueva prueba que las contiene a ambas. En el cédlculo
lambda, la regla de la introduccion del producto expresa también una
agrupacion, en este caso de valores: ante la existencia de dos valores,
produce un nuevo valor que los contiene a ambos.

(Ae)/(Xe): en Deduccién Natural, la regla de eliminacién de la con-
juncion expresa la proyeccion de una prueba a partir de una prueba
que contiene a otras dos. En el cdlculo lambda, la regla de la elimi-
nacion del producto expresa la proyeccion de un valor, a partir de un
valor que contiene a otros dos.

Esta similitud tanto estructural como semantica dio origen a la llamada

correspondencia Curry-Howard [26], que establece que las proposiciones y
los tipos por un lado, y las pruebas y los programas por el otro, se comportan
de la misma manera, y por lo tanto podemos entenderlos como que son lo
mismo. De esta forma, se sabe que toda proposicion asociada a un tipo que
tiene algdn término que lo habita, tiene una prueba, y dicha prueba tiene la
misma estructura que la derivacion del tipo de cualquier término con dicho
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tipo.Esto trae consecuencias por demds interesantes, como poder estudiar
la computacién desde la logica y la logica desde la computacién, asi como
recurrir al formalismo que resulte mas util en distintas circunstancias. El
ejemplo de la Figura 4.2 ilustra esta conclusion de manera sencilla.

En las Figuras 4.4 y 4.5 vemos ejemplos de mayor complejidad, en donde
la utilidad de pensar a la légica en términos de la computacion se torna mas
evidente. El ejemplo de la Figura 4.4 se corresponde, por un lado, con el
axioma (A2) de la teorfa L de Mendelson para la logica proposicional (23],
y por otro, con el combinador S del calculo de combinadores SKI [6,25]. El
axioma (A2) expresa que a partir de una prueba de A = (B = ('), se puede
construir una prueba de que A = B implica A = . EIl combinador S (un
operador primitivo del calculo de combinadores que, si se tradujera al cdlculo
lambda, no tendria variables libres) representa una substitucion: aplica el
primer parametro con el tercero, y el resultado de ello con la aplicacién del
segundo parametro con el tercero. En esta comparacion puede visualizarse
la dualidad: (1) el primer pardmetro de S necesariamente tendrd el tipo
del antecedente de (A2), es decir A = (B = ('); (2) el segundo pardmetro
tendra el tipo del antecedente del consecuente, es decir A = B; (3) el tercer
parametro tendra el tipo del antecedente del consecuente del consecuente, es
decir A; finalmente, de las pruebas de los términos en (1) y (3) obtenemos la
prueba de B = C, de las pruebas de los términos en (2) y (3) obtenemos la
prueba de B, y de estas dos pruebas obtenidas obtenemos la prueba de C.
El ejemplo de la Figura 4.5 sigue el mismo formato: por un lado constituye
una proposicién tautolégica, y por el otro una funcién programable en el
céalculo lambda tipado. Expresa la irrelevancia del orden de las hipdtesis en
pruebas y de los parametros en programas: si es posible suponer A, luego
suponer B y a partir de ello probar C', entonces es posible suponer B, luego
Ay a partir de eso probar C; de igual modo, si tomando un pardmetro de
tipo A y luego uno de tipo B se puede producir un valor de tipo C', también
tomando un pardmetro de tipo A y luego uno de tipo B se puede producir
un valor de tipo C.

4.2.2 Simplificacién de pruebas y evaluacién de programas

La correspondencia no termina en la equiparacién de proposiciones con tipos
y de pruebas con programas. Ademds establece una equivalencia entre la
simplificacién de pruebas y la evaluacion de programas. Vimos en la Seccion
4.1.3 que la simplificacién de pruebas consiste en descartar partes redun-
dantes, obteniendo pruebas mas sencillas. La evaluacién de programas, por
su parte, esta dada por las reglas de reescritura, que en el caso del calculo
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'+ A= (B=C) (0) F/I—AE(Z:) rasp @ F/FAEZJ)
I'FB=C EB
I'=T,A= (B=C),A= B,AFC
A= (B=C),A=BFA=C
A= (B=C)F(A=B)= (A=C)
FI—(A:>(B:>C)):>((A:>B):>(A:>C))(:i)
F/I—z:A—>(B—>C)<a$> FEaoa m(aw) Freoa
I'kFa2z:B—C (5e) I+yz:B (5e)

(=)

(=)

IM=T,2:A- (B=>C),y:A— B,z: Ak zz(yz): C
lNae:A-(B=0)y: A= BFAzAaz(yz) : A= C
Mae:A—= (B=O)F 7B azA2z(y2) (A= B) = (A= O)
I'F XA B \yA=B N4 22(yz) (A= (B—= C)) = (A= B) = (A= ()

(=)

(=4)

Figura 4.4: Derivacionesde ' (A= (B=C))= (A= B)= (A= ()
y de I' F A7 (B=O) A\yA=B x4 2(y2) : (A — (B — C)) - ((A— B) —»
(A—C))
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p (ax) .
I"tFA= (B=C0C) I"FA

I"'B=C I"+B
I"=T,A= (B=C),B,A-C
NNA=(B=C),BFA=C

A= (B=C)FB=(A=C()

''-(A=(B=0)=(B=(A=(0))

p (ax)  —— (ax)
I"MFax:A—-(B—->C) I"M-2:A4
, (=) ——— (aa)
IMrFaxz:B—->C IFy:B )
—e
IM=T,2:A—>(B—=C),y:B,z: At zzy:C )
i

e:A=(B=C)y:BFAAazy: A= C
Ie:A—= (B-C)F P azAazy:B— (A=)
I F AeA= B2 \yB AzAazy: (A— (B— C)) = (B— (A= Q)

(=)

(—i)

Figura 4.5: Derivacionesde ' (A= (B=CC))= (A= B)= (A= (C))
y de IT'F AxA=B=C) A\yB AzA 22y : (A— (B = C)) = (B — (A=)
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lamdba con pares son la beta conversién y la proyeccion.

Analizaremos primero el caso de la simplificacién de = y de la beta
conversion. Sea una derivacion que comienza con una prueba de B a partir
de suponer A, produce una prueba intermedia de A = B y, a partir de esta
y de una prueba de A, produce una prueba de B. La simplificacién de =
entonces arroja una prueba de B sin la suposicion de A. De igual manera,
cualquier término sobre el cual se pueda aplicar la beta conversion conlleva
una derivacién de tipo en la cual se asumio el tipo A de una variable x para
concluir que un término r tiene tipo B, introduciendo luego una abstraccion
que da como resultado el término Ax“.r con tipo A — B, para finalmente
aplicar este dltimo término con otro s de tipo A, obteniendo (Ax“.r)s con
tipo B. Debido a la propiedad de la preservacion de tipos, sabemos que las
reglas de reduccién no modifican el tipo de los términos sobre los que se
aplican. Al aplicar la beta conversién sobre (Ax4.r)s se obtiene [z := s|r,
y sabemos por el lema de substitucién que el tipo de ambos términos es el
mismo, B en este caso, pero la derivacion del segundo es mas simple: ya no
se requiere suponer que x es de tipo A, simplemente del propio contexto se
puede derivar que s es de tipo A, y luego r es de tipo B.

En el caso de la simplificaciéon de A y de la proyecciéon (r), dada una
derivacion que a partir de una prueba de A y una prueba de B produce una
prueba de A A B, y luego produce una prueba de A (respectivamente B),
la simplificacion arroja unicamente una prueba de A (respetivamente B).
Asimismo, todo término 71 (r, s} de tipo A (respectivamente ma(r, s) de tipo
B) conlleva la existencia de una derivacion de tipo para (r, s), y la aplicacién
de la proyeccién conllevara el descarte de la introduccién y eliminacion del
par, dejando solamente r de tipo A (respectivamente s de tipo B).

En las Figuras 4.6 y 4.7 se puede apreciar la similitud estructural entre
las aplicaciones de la simplificacién y la evaluacién. La simplificacion de =
y Ay la B-conversién y la proyeccidn, respectivamente, son equivalentes, lo
que permite la simplificacién de una prueba a partir de la evaluacion de su
programa asociado, asi como la evaluaciéon de un programa a partir de la
simplificacién de su prueba asociada.

4.3 Conclusiones

En este capitulo describimos Deducciéon Natural, un formalismo para la
légica que permite expresar pruebas de proposiciones, y mostramos cémo, a
partir de la sintaxis y comportamiento de sus reglas de derivacion, es equiv-
alente al cdlculo lambda. Establecimos de esta manera al cdlculo lambda
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I'AF B
—— (=)
I'-A=B ' A —= TI'+B

I'=B

I'x:AFr: B
—)
'+Xx?r:A— B I's: A
I'F(\edr)s: B

= F'klx:=sr:B

(=)

Figura 4.6: Simplificacién de = y (-conversion
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Figura 4.7: Simplificacién de A y proyeccion ()
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como un lenguaje de la logica, trazando una correspondencia directa entre
proposiciones y tipos, pruebas y programas, y simplificacion y evaluacion.
Esto nos permitird entender a Sistema [ y a Sistema I Polimérfico como
sistemas de pruebas y al mismo tiempo como lenguajes de programacion,
pudiendo movernos entre uno y otro segin sea conveniente. En los capitulos
que siguen, utilizaremos simbologia légica y encararemos definiciones y ob-
jetivos con el foco puesto en la légica, valiéndonos del cédlculo lambda y de
la programacién en general como una herramienta para describir el compor-
tamiento de la logica, y viceversa cuando resulte de utilidad.
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Estado del arte
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Capitulo 5

Isomorfismos en la
programacion y en la légica

5.1 Definicion

Dos proposiciones A y B son isomorfas si existen dos pruebas p de A = B
y ¢ de B = A tales que la composicién de las pruebas ¢ y p constituya una
prueba de A = A, y la de las pruebas p y ¢ una prueba de B = B. La
existencia de un par de pruebas p y ¢ que cumplan con estas propiedades
tiene como consecuencia la posibilidad de transformar pruebas de una de
las proposiciones en pruebas de la otra manteniendo toda la informacion
relevante, permitiendo asi volver a obtener la prueba original mediante las
propias p y gq.

De la misma manera, dos tipos A y B son isomorfos si existen dos fun-
cionesI'- f:A— Byl'Fg: B — Atales que go f sea extensionalmente
igual a la identidad en A, y f o g sea extensionalmente igual a la identidad
en B. Este par de funciones f y g permiten transformar términos de uno de
los tipos en términos del otro sin pérdida de informacién, ya que aplicando
la composicion de ambas se puede obtener el término original.

Notaremos a los isomorfismos como equivalencias y escribiremos A = B
cuando A y B sean isomorfos.

Un ejemplo de isomorfismo es la currificaciéon (AA B) = C) = (A =
(B = (). En términos logicos, establece que toda prueba de una impli-
cacién que tenga como antecedente una conjuncion, puede transformarse en
una prueba de una implicacion anidada donde el primer antecedente es la
primera proposicion de la conjuncion, y el segundo antecedente es la segunda
proposicién de la conjuncion. Este razonamiento resulta natural: si a partir
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— (ax) —— (ax)
(a) MMFy: A F’I—z:B(/\i)
I't2z:(AANB)=C I+ {(y,z): ANB )
I'=T,2:(AANB)=C,y: A z: BFa(y,z): C
Do:(AAB)=C,y: A Pa(y,2) - B=>C
Lo (AANB)=CF M \2Pa(y,z2): A= (B=C)

L F AxAAB=C Ay A NB 2y, 2) : (AANB) = C) = (A= (B = ()

(=)

Figura 5.1

de la introduccion de una hipotesis compuesta puedo probar algo, también
podré probarlo a partir de la introduccion de las hipotesis por separado.
Desde la programacion, el isomorfismo de Curry nos dice que una funcién
que tome como parametro un par de elementos puede tomar dicho par de
elementos como dos parametros por separado. La funcién que transforma
una funcién no currificada en una currificada es de intuitiva construccion

curry = \eAMBI=C AyA N8B a(y, 2)

y debido a la correspondencia Curry-Howard, es en si misma la prueba de
(ANB) = C) = (A= (B = (C)). La derivaciéon puede verse en la Figura
5.1, donde ademas puede notarse que “mezclamos” légica y programacion,
utilizando términos lambda junto a las conectivas légicas = y A en lugar de
— y X. De aqui en adelante escribiremos utilizando este formato.

Continuando desde el lado de la programacion, definiremos la funcién
uncurry : (A= (B=0C))=(AANB)=C

A:>(B:>C)./\yA/\B.x(

uncurry = A\x miy)(m2y)

y probaremos que uncurry o curry = idsap)=c aplicando el principio de
extensionalidad! para una funcién f : (AAB) = C'y un par p = (u,v) : AAB
cualesquiera:

(uncurry o curry) f{u, v)
= def. o

uncurry(curryf){u, v)

'E] principio de extensionalidad establece que dos funciones f y g son equivalentes si
y solo si para todo z, fr = gz
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= def. curry
uncurry((AeAM=C ayA N8 aly, 2)) £)(u, v)
-8
uncurry( Ay AzB . f(y, 2)) (u, v)
= def. uncurry
A= EZ 2y M a(mry) (may)) O A2 f (y, 2)) ()

-8

Ay A2 f (w, 2) (m1y) (may)) (u, v)
-8

Ow A28 flw, 2)) (71 (u, v)) (72 (u, v))
-

Owt AzB f(w, 2))u(ma(u, v))
—n

w28 f(w, 2))uv
-8

AP flu, 2))v
-8

f{u,v)

La prueba de curry o uncurry = id4—(p=c) es andloga.

Mediante el isomorfismo de la currificacién podremos entonces transfor-
mar de manera explicita funciones que toman un argumento de tipo par en
funciones que toman dos argumentos separados, y viceversa. Por ejemplo,
la funcién const : A = (B = A) que toma dos argumentos y da como
resultado el primero, definida como sigue

const = Azt AP

podra transformarse en otra funcién que toma un argumento de tipo par y
da como resultado el primero de ellos:

uncurry const {r,s) —»*r
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ANB=BAMNA (comm)
AN(BANCY=(ANB)ANC (asso)
A= (BANC)=(A= B)A(A=C) (p1sT)
(ANB)=C=A=B=C (curry)

Figura 5.2: Conjunto adecuado de isomorfismos para = y A

5.2 Caracterizacion

Di Cosmo [9] caracterizo los conjuntos minimos de isomorfismos que per-
miten construir todos los demas, a los que llamaremos conjuntos adecuados,
en distintos sistemas. En particular, lo hizo para los dos sistemas que com-
peten a este trabajo: el fragmento de la logica con = y A, correspondiente
al calculo lambda simplemente tipado con pares, y el fragmento de la logica
con =, Ay V, correspondiente a Sistema F con pares.

5.2.1 CAlculo lambda simplemente tipado con pares

El conjunto adecuado de isomorfismos para este sistema puede observarse en
la Figura 5.2. Analizamos el significado de los tres primeros a continuacion,
dado que el dltimo (la currificacién) fue analizado al comienzo del capitulo.

Conmutatividad de A (comm) No es relevante el orden de las pruebas en
una conjuncién, dado que ambas pruebas estan efectivamente presentes. Una
funcion testigo de este isomorfismo, que sirve para efectuar la transformacion
hacia ambos lados de la relacién, es swap, : AN B = B A A:

{L’A/\B.<

Swap, = A ToX, T1L)
N

Asociatividad de A (asso) No es relevante la forma en que se organice
una anidacién de conjunciones, dado que la totalidad de las pruebas se
encuentran presentes. Dos funciones testigo son assocr : (AN B) AC) =
(AN(BAC)) yassocl: (AN(BAC)) = ((ANB)AC), definidas como sigue:

AAB)AC

assocr = /\;1:( .<71'17T1£1?, <7T27T1£17,7T2i13>>

assocl = \eANBAO) (110 i), mom )
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Distributividad de = con respecto a A (pist) Toda prueba de una im-
plicacion donde el consecuente sea una conjuncion puede expresarse como
una conjuncion de implicaciones donde el antecedente de ambas es el an-
tecedente original, y el consecuente es cada prueba de la conjuncién original.
Dos funciones testigo son dist— : (A = (BAC)) = (A= B)A (A = C))
y comb=, : (A= B)A (A= C)) = (A= (BAC)), definidas como sigue:

/\QJ,A:>(B/\C).<

disto, = My mzy, Ayt moay)

A:>B)/\(A:>C)./\yA.<

comb—, = Aa! T1ZY, ToXY)

5.2.2 Sistema F con pares

El conjunto adecuado de isomorfismos para este sistema puede observarse
en la Figura 5.3. Analizamos a continuacion el significado de los cuatro que
se agregan a los correspondientes al calculo lambda simplemente tipado.

Conmutatividad de V y = (p.comm) Si una implicacion es vélida para
todo tipo parametrizado por una variable X, pero X no aparece en el an-
tecedente, entonces la parametrizacion solo tiene incidencia en el consecuente
y puede “postergarse”, obteniendo una implicacién en la que el consecuente
es valido para todo tipo X. En términos practicos, dado que A no tiene
relacion con la variable X, disponer de la prueba de A antes o después de
introducir el V es irrelevante. Dos funciones testigo de este isomorfismo son
post :VX.(A= B)=A=VX.Bypre: (A=VX.B) = VX.(A= B):

post = \y"XA=B) A A AX y[X]2

pre = A" B A X A2 2 X

Distributividad de V con respecto a A (p-.nist) Si una conjuncion es
valida para todo tipo parametrizado por X, entonces las dos componentes
de la conjuncién son también validas para todo tipo X, y esta validez ignora
el momento en que se parametriza el tipo. Dos funciones testigo son disty :
VX.(AANB) = (VX.A)AN(VX.B)) y comby : (VX.A)A(VX.B)) = VX.(AA
B), definidas como sigue:

disty = Ay"XANB) (A X iy X, AX 7oy X])



58 CAPITULO 5. ISOMORFISMOS

ANB=BAMNA (comm)

AN(BANCY=(ANB)ANC (asso)

A= (BANC)=(A=B)AN(A=C) (p1sT)
(ANB)=C=A=B=C (curry)

if X & FTV(A) VX.(A= B)=A=VX.B (P-comm)
VX(AANB)=VX.AANVX.B (p-pIST)

VX.A=VY.[X =Y]A (ALPHA)

VXVY.A=VYVX.A (swap)

Figura 5.3: Conjunto adecuado de isomorfismos para =, A y V

comby = Ay "XANTEB) A X (12X, mox[X])

Renombre de variables de tipo (aLpna) El nombre de la variable con la
que se parametriza un tipo en una proposicion polimérfica no es relevante.
Dado que el mismo constituye solo una forma de nombrar y referenciar a
dicha variable, puede cambiarse en cualquier momento, siempre que no haya
conflictos de captura con el nombre nuevo. Como se explico en los Capitulos
2 y 3, esta nocién se aplica en general al calculo lambda tanto en el nivel de
los tipos como en el de los términos, bajo el nombre de a-equivalencia.

Conmutatividad de V (swap) El orden en el que se parametriza una
proposicién polimérfica no es relevante. Si una proposicién r es valida para
todo par de tipos parametrizados por X e Y, entonces también sera valida
para todo par de tipos parametrizados por Y y X. Una funcion testigo, que
sirve para efectuar la transformacion hacia ambos lados de la relacion, es
swapy : VX.VY.A = VY. VX A:

swapy = A\z" NIV ANV AX [ X][Y]



Capitulo 6

Conjunto Z: sistemas moédulo
isomorfismos

6.1 Motivacion

6.1.1 La perspectiva de la programacion

En el Capitulo 1 se planteé una problematica presentada por la rigidez pro-
vista por los sistemas de tipos: el tipo de un programa establece una forma
concreta que puede dejar de lado aspectos interesantes del significado del
mismo. El ejemplo utilizado fue el de dos variantes de la funcién suma, una
currificada y otra sin currificar, mostrando cémo en términos conceptuales
resulta irrelevante la forma en que recibimos los dos operandos, sean dos ar-
gumentos por separado o un argumento par. En el Capitulo 5 se profundizé
la idea de irrelevancia de las formas, analizando los conjuntos adecuados de
isomorfismos para el cdlculo lambda tipado con pares, y exhibiendo funciones
que efectivamente adaptan la forma de un tipo a otro.

La familia de sistemas mddulo isomorfismos [1, 11-13,27|, que llamare-
mos Conjunto Z y referenciaremos simplemente como Z, es un conjunto de
célculos que identifican isomorfismos, es decir, consideran que los tipos (y
por lo tanto sus términos asociados) que son isomorfos son equivalentes. Esto
tiene como consecuencia que los sistemas funcionan médulo significado, ad-
mitiendo combinaciones de construcciones tradicionalmente incompatibles,
y permitiendo a quien programa ignorar formas y pensar directamente en
los significados de los valores que manipula.
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6.1.2 La perspectiva de la légica

Habiendo introducido la correspondencia Curry-Howard, es claro que los
sistemas de Z no solo constituyen lenguajes de programacién, sino también
sistemas de pruebas. Como se explico también en los Capitulo 1 y 5, que dos
proposiciones A y B sean isomorfas significa que toda prueba de A puede
transformarse en una prueba de B y viceversa, ademas de que las composi-
ciones de las transformaciones tienen que dar como resultado pruebas de
A=Ay B=0.

Siguiendo la linea del conjunto adecuado de isomorfismos definido en el
capitulo anterior, tomaremos la conmutatividad de la conjuncion, y veremos
por qué resulta tan util la identificacion. Este isomorfismo relaciona a las
proposiciones AAB y BAA. Intuitivamente, resulta evidente que una prueba
de AA B es también una prueba de B A A. Formalmente, sin embargo, esto
no es evidente y si se busca obtener una prueba de B A A, se debe arribar a
la misma mediante deducciones!. Pragméticamente, resultarfa mas cémodo
y eficiente que toda prueba de A A B constituya también una prueba de
B N A. Lo que propone Z es aprovechar las consecuencias de la existencia
del isomorfismo de la conmutatividad de la conjuncion, y que efectivamente
toda prueba de A A B sirva como prueba de BA A, y viceversa. Esta idea no
queda restringida a este isomorfismo, sino que cada sistema determina cudl
es el conjunto de isomorfismos de interés a internalizar. De esta manera, si
se busca en cualquier sistema de Z obtener una prueba de A y se dispone de
una prueba de B, y es el caso que via los isomorfismos internalizados puede
transformarse a la prueba de B en una prueba de A, entonces B sirve como
prueba de A, sin necesidad de transformaciones explicitas.

6.2 Internalizacion de isomorfismos

La esencia de este conjunto de sistemas reside en la internalizacién de iso-
morfismos, que es lo que permite que una prueba de una proposicién consti-
tuya también una prueba de otra proposicion isomorfa. Esta internalizacion
puede divirse en cuatro instancias, que detallamos a continuacion.

6.2.1 Equivalencia entre tipos

El primer paso hacia la identificacion de isomorfismos es tomar un conjunto
axiomatico de isomorfismos de base y, mediante transitividad y congruencia,
definir una relacion de equivalencia entre todas las proposiciones isomorfas

1Como se puede ver en el Capitulo 4.
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que se puedan construir a partir de la base, constituyendo asi el conjunto
de isomorfismos de interés. A nivel de proposiciones, entonces, todas las
proposiciones isomorfas segin dicho conjunto seran equivalentes.

6.2.2 Reglas de tipado

Definida la relacién de equivalencia entre tipos, se le debe dar un significado,
ya que, hasta el momento, la misma no tiene injerencia sobre el sistema
porque no especificamos qué haremos con ella.

La segunda instancia de la internalizacion consiste en introducir una
nueva regla de tipado que notaremos (=). Esta regla es la que cocienta al
sistema de tipos modulo isomorfismos, estableciendo que si r tiene tipo A y

A = B, entonces r tiene tipo B:

A=B FEr:A,

I-r:B (=)
La consecuencia principal de esta nueva regla es una suerte de multipli-
cidad de tipos de los términos: todo término r de tipo A tiene no solo el
tipo A, sino ademas todos los tipos isomorfos a A. Es asi que, por ejemplo:

e mediante el isomorfismo de la conmutatividad de la conjuncion, si (r, s)
tiene tipo A A B, también tiene tipo B A A;

e mediante el isomorfismo de la asociatividad de la conjuncion, si se
cumple que (r, (s, 1)) tiene tipo A A (B A C), también tiene tipo (A A
B) AC,

e mediante el isomorfismo de la conmutatividad entre la implicacién y la
conjuncion, si AX.r tiene tipo VX.(A = B) y X &€ FTV4(A), entonces
también tiene tipo A = (VX.B).

6.2.3 Equivalencia entre términos

La introducciéon de una relacion de equivalencia en el nivel de los tipos
necesariamente debera tener consecuencias en el nivel de los términos, ya
que al cumplirse A = B, cualquier término de tipo A puede combinarse con
todos los términos que son combinables con aquellos de tipo B, dando como
resultado términos que no parecen bien formados.

Por ejemplo, debido al isomorfismo (curry), si el término Az“"“.r tiene
tipo (AA B) = C, lo que permite que sea aplicado con otro término de tipo
A A B, entonces también tiene tipo A = (B = (), lo que permite que sea

ANB



62 CAPITULO 6. CONJUNTO T

(s,r) (comm)

rst (curry)

Figura 6.1: Equivalencia entre términos para los isomorfismos (comm) y
(curry)

aplicado con un término de tipo A. Esta tltima construcciéon (Az4"B.r)s,
con s de tipo A, resulta intuitivamente incorrecta y por eso llamamos a estos
términos mal formados. Pero segin lo que hemos visto, desde el punto de
vista semantico tiene sentido. El problema de los términos mal formados
es que son eliminaciones y entonces no tiene sentido que no reduzcan, pero
en algunos casos no se les puede aplicar ninguna regla de reduccion porque
su sintaxis no coincide con la de ninguna regla, y en los otros casos la
aplicacion de las reglas de reduccion darfan resultados incorrectos. Para que
el sistema se comporte acorde a la semantica que planteamos, es necesario
que se habilite un mecanismo de transformacién de términos mal formados
en bien formados, y para ello deberemos introducir cambios en el lenguaje en
pos de que las equivalencias a nivel de tipos se vean efectivamente reflejadas
a nivel de términos.

El cambio a introducir sera precisamente una relacién de equivalencia
entre términos que permita que aquellos resultantes de las nuevas combi-
naciones introducidas por las etapas previas no se queden “trabados” como
mal formados ni produzcan reducciones incorrectas. Para esto, lo primero
que se debe determinar es cudl o cudles son las equivalencias entre términos
que son inducidas por la relacién de equivalencia entre tipos del sistema. La
técnica para determinar cuales términos son candidatos a ser equivalentes
se abordard en la Seccién 7.2.4.

En esta seccidon mostraremos dos equivalencias entre términos que pueden
verse en la Figura 6.1: una que refleja la equivalencia entre tipos dada por
el isomorfismo de la conmutatividad de la conjuncién, y otra que hace lo
propio con el isomorfismo de Curry [11]. De esta manera transformamos en
bien formados términos como, por ejemplo, (Ax.\y®.r)ts, cuya derivacion
de tipo puede verse en la Figura 6.2 y cuya equivalencia con un término
bien formado puede verse en la Figura 6.3. KEstas dos nos servirdn como
base para la proxima instancia, en la que se aplicaran los cambios necesarios
para que estas equivalencias no produzcan inconvenientes.
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Nae:Ay:BFr:C
Lx: AFMyPr:B=C
L x4 \yPr:A= (B=0C)
TFxxd  \Pr:(AxB)=C
FI—/\;L’A./\yB.r:(BxA)éC(

L x4 \yBr:B=A=C ( '+t:B -
T OaA Bt (B = O) Y Iks:A
I (e \yBor)ts: C

_)

B
~

—~~
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(—e)

Figura 6.2: Derivacién del tipo de (Ax? \yZ.r)ts

e B r)ts
:(CURRY)

A B ), s)
= (comm

A B ) (s, t)
:(CURRY)

A Ny or)st

Figura 6.3: Equivalencia de (Az*.Ay®.r)ts con un término bien formado
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6.2.4 Relacién de reduccion

En los sistemas basados en calculo lambda con pares, las reglas de reduccién
clasicas son las siguientes:

Ar.r)s =g |x = s|r mi{r,8) —n, T mo(r,8) —n, S
B 1 2

Debido a las modificaciones introducidas por las relaciones de equivalen-
cia entre tipos y términos, estas reglas tienen los siguientes problemas.

Proyeccién Debido al isomorfismo de la conmutatividad de la conjuncion
(comm), todo par (r, s) de tipo AA B tiene a su vez tipo BA A y es equivalente
al par (s,r). La relacién de equivalencia entre términos combinada con las
reglas de proyeccién tradicionales generan problemas sobre la preservacion
de tipos, ya que las siguientes secuencias de reduccién son validas pero los
términos resultantes pueden tener distinto tipo:

(r,s) —=m, T

(r,s) = (comm) (s,7) —m S

Dado que el orden en un par ya no es relevante, sino que lo relevante
es el tipo de cada término, se modifica la proyeccién para plasmar esta
caracteristica. En vez de indicar la posicién a proyectar en un par, se indicara
el tipo, quedando una tinica construccion sintdctica para la misma

TAT

y una Unica regla definida como sigue:

sir: A TA(r,S) g 1

Esta regla es no determinista ya que si r y s tienen tipo A, entonces
ma(r, s) podra reducir indistintamente a r o a s. Si pensamos a los calculos
de 7 como sistemas de pruebas, gracias a la propiedad de preservacion de
tipos, el no determinismo implica que algunas pruebas diferentes son iden-
tificadas, como una forma de irrelevancia de pruebas (proof-irrelevance en
inglés). Asi, como r y s son pruebas de A, no es importante cual de las
dos se toma. Por otro lado, si pensamos a los calculos de Z como lengua-
jes de programacién, recuperar el determinismo se vuelve mds apremiante,
y esto puede lograrse mediante una codificacion sencilla: si r y s tienen el
mismo tipo, la proyeccién determinista de (r, s) en r se puede codificar como
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oA AxB.t, e r)s con B # C' y s de tipo B. De esta manera el no de-
terminismo de Z se considera una caracteristica deseable y no un problema
(para una discusion mds profunda ver [11]).

Los sistemas de Z que incluyen dicha regla son entonces algunos de los
muchos cédlculos no deterministas que pueden encontrarse en la literatura [4,
5,7,8,24], y el constructor de pares se puede considerar como el operador
de composicién paralela en un célculo de tales caracteristicas.

B-conversién El término que utilizamos de ejemplo en la instancia ante-
rior, (Ax?. \yP.r)ts, cuyo tipo es efectivamente C, estd mal formado pero
es reducible. El inconveniente es que la regla 8 clasica no distingue en-
tre términos bien formados y mal formados, por lo que asi como puede
reducirse el término equivalente (Az?4.\yf.r)st, también puede reducirse
(Ax™ \y®B.r)ts, obteniendo resultados posiblemente de distinto tipo, y per-
diendo asi la propiedad de preservacion de tipos.

Para evitar que se reduzcan términos mal formados, se modificara la
B-conversion agregando una restriccién: solo podra aplicarse la regla entre
una abstraccion y un término cualquiera cuando el término tenga el mismo
tipo . De esta manera la nueva regla queda definida como

sis: A Aatr)s =g = s|r

y la relacion de reducciéon se considera modulo isomorfismos

S =20 o0*

de forma tal que un término mal formado siempre se verd transformado a
otro bien formado antes de que se aplique la S-reduccion o la proyeccion.

6.3 Sistema I

Establecimos entonces una forma de construir un célculo médulo isomorfis-
mos a partir de la definicién de un esquema de cambios a introducir sobre
sistemas tradicionales. A continuacién veremos céomo fue la aplicacion de
este esquema a Sistema I [11], el primero de los sistemas de Z.

6.3.1 Definicién

Sistema I esta basado en el calculo lambda simplemente tipado con pares. Su
gramatica para tipos es la misma, mientras que su gramatica para términos
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ANB=BAMNA (comm)
AN(BANCY=(ANB)AC (asso)
A= (BNC)=(A= B)A(A=C) (p1sT)
(ANB)=C=A=(B=C() (curry)

Figura 6.4: Relacion de equivalencia entre tipos de Sistema I

A=B I'kr:A

Tz Arz A% TFr-B (=)
I'zx:AFr: B (=) I'kr:A=B FI—S:A(:>)
'FXAr:A= B " I'Frs: B ©

F'kr:A FFS:B(M FI—r:A/\B(/\)

L'k (r,s): A\NB ‘ ChEmar: AV °

Figura 6.5: Reglas de tipado de Sistema I

difiere inicamente en la proyeccion, que se da con respecto al tipo y no a la
posicién, como se discutio en la seccion anterior.

A =7|A=>A|ANA

t = x| Attt (tt) | mat

Equivalencia entre tipos El conjunto de interés sera el de todos los
isomorfismos del fragmento de la logica correspondiente (= y A), por lo
que se agregaran los cuatro que constituyen el conjunto adecuado para la
misma, y que fueron descriptos en el Capitulo 5. Las reglas de equivalencias
introducidas pueden observarse en la Figura 6.4.

Reglas de tipado Las reglas de tipado estardan dadas por las del cédlculo
lambda simplemente tipado con pares, con la modificacién de que la elimi-
nacion de la conjuncion se produce respecto al tipo y no a la posicion, y la
adicion la regla (=) que produce la identificacién de los tipos isomorfos. El
conjunto completo de reglas de tipado puede observarse en la Figura 6.5.
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(r,s) = (s,r) (comm)
< < t)) = ({{r,s),1) (asso)
A sy = e, dxts) (p1sT,)
(r,s)t = (rt, st) (DISTapp)
r{s,ty = rst (curry)
et = ety ts= s st = sy
t=r t=r t=r

(t,s) = (r,s) (s, t) = (s,r) wat = war
t=r t=r t=r

Figura 6.6: Relacién de equivalencia entre términos de Sistema I

sis: A \atr)s =g = s)r

sir:A TA(r, 8) g 1

et s e tssrs st sr

t—=r t—=r t—=r
(t,s) — (r,s) (s,t) = (s,r) Talt = War
t—=r t—=r t—r

Figura 6.7: Relacion de reduccién de Sistema I

Equivalencia entre términos La relaciéon de equivalencia en el nivel
de los términos esta sujeta a decisiones de diseno, ya que cada isomorfismo
entre tipos puede generar varias equivalencias entre términos. En la primera
version de Sistema I [10], esta relacion inclufa nueve equivalencias, mientras
que en su version mas reciente [11] incorpora solo cinco. Un motivo para
quitar algunas de ellas fue el hallazgo de que incluirlas a todas hacia perder la
propiedad de normalizacion. Ademads de las reglas mencionadas, se agregan
las de congruencia. En la Figura 6.6 puede observarse esta relacion en su
forma corregida [11].

Relacion de reduccion La reduccién en Sistema [ estd dada por las reglas
descriptas anteriormente, mas las reglas de congruencia correspondientes.
Puede visualizarse en la Figura 6.7

donde
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6.3.2 Ejemplos

Como primer ejemplo retomaremos la equivalencia de la Figura 6.3, que in-
volucra a los isomorfismos (comm) y (curry), a partir de la cual queremos
remarcar la posibilidad de aplicar una funcién de varias maneras. Dada la
existencia de dicha equivalencia, que involucra a un término bien formado,
las cuatro instancias son aplicaciones validas para funciones de dos argu-
mentos:

e Aplicacién cléasica: (Axd. \yP.r)st
e Pasaje de argumentos en forma de par: (Ax4.\yZ.r)(s, t)
e Pasaje de argumentos en orden invertido: (Az?. \yZ.r)ts

e Pasaje de argumentos en forma de par, en orden invertido:
Az yB.r)(t, s)

El mismo razonamiento podria aplicarse si la funcién en cuestién fuera
AeANB ren vez de AxA. \yB.r, con la salvedad de que la aplicacién clasica
consistirfa en el pasaje de argumentos en forma de par.

Como segundo ejemplo utilizaremos el siguiente término, que involucra
al isomorfismo (pist) y en el que se proyecta una funcién que devuelve pares:

7T(T:>T):>T(/\x7:>7 '<ta 7'>)

Su derivacién de tipo es

'tt:r I'kEriT=r1 ()
CE{r)y:TA(T=T1))
CEX™=T{t,r):(T=7)=(TA(T=T7T))
CEX™Z7t,r): ((t=7)=21)A((T=17)=(1=71))
LFAans-AT77 () (1= 7) =T

(=)

La reduccién se produce como sigue:

W(T:>T):>T(/\w7:>7 : <tv 7’>)
‘:}(DIST,\)
Tirmnymr (AT, AT 7 r)
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(_>7T

T

Observamos que la funcién es proyectada a pesar de no estar aplicada, de-
volviendo una funcién y permitiendo la optimizacién del programa al descar-
tar un subtérmino antes de que el mismo sea evaluado.
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Nuestro aporte: Sistema I
Polimoérfico
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Capitulo 7

Sistema I Polimoérfico

7.1 Introduccion
Sistema I Polimorfico es el segundo sistema de Z. Consiste en una extension

de Sistema I que agrega polimorfismo, es decir la conectiva V al fragmento
de la logica de base. Este es el principal aporte de esta tesina.

7.2 Definicion
Sistema I Polimdrfico, que abreviaremos estd basado en dos sistemas. A la
gramatica de tipos y términos definida en Sistema I, le agrega la gramatica

de tipos y términos correspondientes al polimorfismo propia de Sistema F.
Sus tipos y términos son entonces los siguientes:

A = X|A=>A|ANA|VYX.A

t o= x| Attt (tt) | mat | AX.t | t[A

Siendo parte de Z, sigue el esquema definido en el Capitulo 6.

7.2.1 Funciones relevantes

Modificamos a continuacién algunas de las funciones definidas en la Seccion
3.3.2 para adaptarlas a SIP, y agregaremos otras nuevas.

73
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Variables de término libres en términos La funciéon F'V; toma un
término y denota el conjunto de todas aquellas variables de término que se
encuentran libres en dicho término. Se abrevia F'V; por la traduccién al
inglés de “variables libres en términos”: “free variables in terms”. Se define
como sigue:

FVi(x?) = {2}

FVi(hatr) = FVi(r) — {2}
FVi(rs) = FVy(r >Uth< )
FVi((r,s)) = FVi(r) U FVi(s)
FVi(rmar) = FVi(r)
FVi(AX.r) = FVy(r)
FVi(r[A]) = FVi(r)

Variables de tipo libres en tipos La funcién FTV4 toma un tipo y
denota el conjunto de las variables de tipo (es decir XY, Z,...) libres en
dicho tipo. Su nombre estd dado por “free type variables in types”, inglés
de “variables de tipo libres en tipos”. Se define como sigue:

FTVA(X) = {X}

FTV4(A = B) = FTV4(A) U FTV4(B)
FTVA(AAB) = FTVA(A) U FTV4(B)
FTVA(YX.A) = FTV4(A) — {X}

Substitucién de variables de término La funcién [x := t]r toma una
variable de término 2, un término ¢ y un término r y denota el término r en
el que se substituyé cada ocurrencia libre de x por t. Se define por induccién
sobre el término r.

[ = t|(x) =
[ = 1](y)
[ = t](A\x 7’)

[z = t](Ay".r) = [;L =t|(Az.[y = z]r) si y € FVi(t)
[ :=t|]((r,s)) = [;L =tr, [x = t]s)

(
(y) =
( A
[z = t|(Ay?r) = ay? [;L =t|r siy & FVi(t)
( A
(
[ :=t|(mar) = ma(lx = t]r)
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[ :=tj(AX.r) = AX.[x :=t]r
(2= 0 (r[A]) = (2 := ]r)[4)

Substitucién de variables de tipo en tipos La funcién (X := A|B
toma una variable de tipo X, un tipo A y un tipo B y denota el tipo B en el
que se substituyé cada ocurrencia libre de X por A. Se define por induccién
sobre el tipo B.

(X = A|(X) =

(X = A](Y

(X = A|(B ~[X = AIB=[X = AC

(X = A|(B — ([X := A|B) A ([X := A|C)

(X := A|(VX.B) = VX.B

(X = A](VYB) VY.[X :— AlB siY & FTV4(A)
(X = A|(VY.B) = [X := A|(VZ.]Y := Z|B) siY € FTV4(A)

Substitucién de variables de tipo en términos La funcién (X := A|r
toma una variable de tipo X, un tipo A y un término r y denota el término
r en el que se substituyé cada ocurrencia libre de X por A. Se define por
induccién sobre el término r.

[X = Al(af) = 278

(X = AJ(MBr) = Ae=AB X = Al
(X == Al({r,s)) = ([X := A]r, [X := Als)
[X = Al(mpr) = mx.—ap([X = A]r)

(X := A|(AX.r) = AX.r

[X = A|(AY.r) = AY[X = A|r

(X = AJ(r[B]) = ([X := Alr)[[X := A]B]

Substitucién de variables de tipo en contextos La funcién [X := A|T’
toma una variable de tipo X, un tipo A y un contexto I' y denota el contexto
I' en el que se substituyd cada ocurrencia libre de X por A. Se define por
induccién sobre el contexto I'.

(X = A](x:B) ={z:[X := AlB}
(X = Al z: B) = [X = AlU{x:[X := A|B}
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ANB=BAMNA (comm)
AN(BANCY=(ANB)AC (asso)
A= (BNC)=(A= B)A(A=C) (p1sT)
(ANB)=C=A=(B=C() (curry)

(a) Heredadas de Sistema |

si X & FTV4(A) VX(A=B)=A=VX.B (P-comm)
VX.(AANB)=VX.AANVX.B (p-pIST)

(b) Incorporadas por SIP

Figura 7.1: Relacion de equivalencia entre tipos de SIP

7.2.2 Equivalencia entre tipos

Los isomorfismos de caracter axiomatico que se consideraran en este sistema
seran los de la Figura 7.1. Se puede apreciar que no consisten en la totali-
dad de los isomorfismos presentes en la caracterizacién de Di Cosmo sobre
Sistema F con pares, la cual analizamos en el Capitulo 5. Se descartan los
isomorfismos correspondientes a la conmutatividad del cuantificador univer-
sal y a la a-equivalencia con respecto a las variables de tipo. Revisamos a
continuacién los motivos de la no incorporacién de todos los isomorfismos
del fragmento, asi como el conjunto de isomorfismos de interés finalmente
constituido.

Isomorfismos del fragmento no incluidos Los dos isomorfismos que
no se tuvieron en cuenta son los siguientes:

VX.A=VY.[X =Y]A (ALPHA)
VXVY.A=VYVX.A (swap)

Por un lado, la incorporacion de (arpua) no aporta nada nuevo al sis-
tema, ya que el mismo funciona médulo a-equivalencia. De esta manera, la
equivalencia es de hecho parte del sistema, simplemente no en el formato de
isomorfismo.

Por el otro, (swap) si agranda el conjunto de interés, pero no queda
claro que sean suficientes los beneficios que aporta por sobre el costo de
introducirlo. Este isomorfismo es el andlogo a A = (B = () = B =
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(A = (), consecuencia de los isomorfismos (curry) y (comm), en primer
orden. En dicho nivel, el isomorfismo induce la equivalencia entre términos
Az AP .r)st =* (A\xd \yP .r)ts. Un enfoque alternativo podria ser consid-
erar la equivalencia Az \yZ.r = A\yP . Ax?.r, donde, como se explicé en el
Capitulo 6, la S-conversion solo podra aplicarse cuando los tipos de la vari-
able en la abstraccién y del argumento coincidan. Esta idea no es facilmente
transferible a segundo orden, ya que en la Sx-conversion el argumento no
es un término tipado sino un tipo en si mismo. Dado que Sistema F, a
diferencia de la teorfa de tipos de Martin-Lof [21,22], admite un tnico kind!
para los tipos, no es posible restringir la regla con ese método y todas las
combinaciones de abstracciones con argumentos serfan aceptables, haciendo
que la modificacion de la sintaxis y la adicion de la regla no modifiquen en
absoluto la semantica del lenguaje.

Otra solucion posible es inspirarse en la implementada por el célculo
lambda selectivo [15], que solo incluye = y no A. Allf el tnico isomor-
fismo involucrado es A = B = C = B = A = (), y utiliza etiquetas en
todos los argumentos de las aplicaciones de tipo para indicar a cudl vari-
able corresponde cada uno. Siguiendo esta propuesta, podriamos agregar
las siguientes reglas:

r[Ax|[By] = r[By|[Ax]
(AXT’)[A)(] —8a [X = A]T’

donde los tipos son etiquetados con la variable que deben substituir.

Este enfoque fue el elegido para la primera versién del sistema [27].
Si bien la solucién es correcta, no tiene consecuencias interesantes en el
lenguaje, a la vez que agrega complejidad a la sintaxis y lo hace menos
legible. Por este motivo decidimos no incorporar el isomorfismo (aLpna).

Conjunto de isomorfismos de interés El conjunto entonces estd dado
por los isomorfismos del framento de la légica =, A y V, a excepcion de
aquellos para los cuales no se divisaba una relacién costo-beneficio aceptable,
en particular (swap).

7.2.3 Reglas de tipado

Las reglas de tipado de este calculo surgen de tomar las reglas de Sistema
I y agregar las correspondientes a polimorfismo de Sistema F (V; y V¢). Se
pueden observar en la Figura 7.2.

T.0s kinds son clasificaciones de tipos.
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F,x:AI—a::A(agj)

'e:AFr: B (=) '-r:A=~0H FI—S:A(:>)
' Ar:A=B" " F'Frs: B ©
'kr:A FFS:B(M FI—r:A/\B(/\)
I'{(rs):AAB ’ TFma(r):AVC

'r:A X &FTV,() I'kr:VX.A
(Vz) (ve)

TFAX.7:VX.A T'Fr[B]:[X :— BJA

Figura 7.2: Reglas de tipado de SIP

7.2.4 Equivalencia entre términos

Las equivalencias a nivel de términos inducidas por las equivalencias a nivel
de tipos, junto con las reglas de congruencia correspondientes, pueden visu-
alizarse en la Figura 7.3. Dado un isomorfismo entre tipos con dos construc-
tores involucrados, la manera en que se determinan las posibles equivalencias
inducidas por el mismo es mediante la construccion de términos aplicando
de diferentes maneras las reglas de tipado relacionadas con los construc-
tores. Para cualquier par de conectivas, tenemos cuatro posibles formas
de combinar sus reglas de tipado: introduccion-introduccion, introduccién-
eliminacién, eliminacion-introduccion, y eliminacién-eliminacién. Cada una
de ellas dard origen a una equivalencia, y cada lado de la equivalencia es-
tarda dado por el orden en que se apliquen las reglas de tipado: primero un
constructor y luego el otro, y viceversa. Un detalle para notar es que las
propias derivaciones de tipos involucradas estableceran ciertas restricciones
sobre los términos. Si bien estas restricciones son condiciones necesarias
para que las equivalencias tengan sentido, no se las incluye explicitamente
en cada relacion porque, de no cumplirse, los términos no podrian tiparse y
por lo tanto no serfan vélidos. Analizaremos a continuacién las equivalencias
heredadas de Sistema [ y las equivalencias derivadas de los dos isomorfis-
mos relacionados al constructor V internalizados en SIP. En el caso de las
heredadas solo veremos las combinaciones que fueron consideradas, mientras
que en el caso de las nuevas revisaremos todas las combinaciones posibles.
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Heredadas de Sistema I

ANB = BAA (comm) En este isomorfismo hay solo una conectiva in-
volucrada, A, y se incluye la equivalencia correspondiente a su introduccion:
(r,s) = (s,r) (comm)

'kr:A FI—S:B(

Ai)
L'+(r,s):ANB

I'Fs:B FI—r:A(/\,)
I'F(s,r): BAA (_)’
Ik (s,r): ANB

AN(BAC)=(AANB)AC (asso) En este isomorfismo hay dos conecti-
vas involucradas, A y A, y se incluye la equivalencia correspondiente a la
introduccién de ambas: (r, (s,t)) = ((r,s),t) (asso)
I'ks: B FI—t:C(/\i)
' (s,t): BAC 'kr: A
CE(r,(s,t)): AN(BAC)
'kr:A TFs:B (M)
L'+(r,s):AANB r'e=t:C
L' {(r,s),t): (ANB)ANC
L' {(r,s),t): AN(BAC)

(Ai)
(=)

A= (BNC)=(A= B)AN(A = C) (pist) En este isomorfismo hay dos
conectivas involucradas, = y A, y se incluyen dos equivalencias:

e la correspondiente a la introduccién de = e introduccion de A,
e (r ) = ador, Aed.s) (pist,)

Nz:AFr:B T,x2:AFs:C

(Ai)
Cox: A (r,s) : (BAC) (=
LA ed(rs): A= (BACO)
I'x:AFr: B 'x:AFs: C
= =)

PEXdr:A=>B Phts:A=C
L' xdr  eds): (A= B)A (A= O) =)
T'FOa?r deds): A= (BAC) a
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e la correspondiente a la eliminacion de = e introduccién de A,
(r,s)t = (rt, st) (DIsTapp)

I'Fr: A= B FF—SZA:>C(/\')
Tk (rs): (A= B)A(A=0O) (:;
Lk (rs):A= (BAC) B FHi:A

(=)
I'k{rs)t: BAC
I'tr:A=B FI—t:A(:e) I'kFs: A= C FI—t:A(:e)
I'Fst: B Fl—rt:C(/\,)

'k {rt,st): BAC

(ANB) = C = A = (B = C) (curry) Este isomorfismo difiere de los
demads en cuanto a que no aparecen las mismas conectivas de ambos lados
de la equivalencia. Se tomard como equivalencia la correspondiente a la de
introduccién de A y eliminacién de = a la izquierda, y eliminacion de ambas
= a la derecha: r(s,t) = rst (curry)

I'Fs: A FI—t:B(/\,)
T'tr:(AAB)=C Thk(st):A=B

(=e)
I'krist):C
F'Fr:(AANB)=C

'tr:A=(B=C) ~ TFs:A )
e

I'Frs: B=C I'-t: B

(=e)

I'krst:C

Incorporadas por SIP

VX.(A = B) = A = VX.B (r.comm) Este isomorfismo involucra a las
conectivas V y =. Las cuatro combinaciones de reglas son las siguientes:

—

e la introduccién de V y = da lugar a la equivalencia AX \ad.r =
A AX r (p-commy )
I'x:AFr: B
(=)
' xetr:A=B v,
K2
I'FAX A x?dr:VX.(A= B)
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I'x:AkFr: B %)
Ix:AFAX.r:VX.B E:> )
THFAAAXT:A=VYX.B

e la introduccién de V y eliminacién de = da lugar a la equivalencia
(AX.r)s 2 AX.rs que no ha sido considerada por ser redudante con

la anterior
I'r: A= B
1

'FAXr:VX.(A= B)
I'FAXr:A=VX.B ~ ' Thks:A (=)
I'F(AX.r)s:VX.B ‘
I'kr:A=B TIFs:A
(=)

I'rs: B (V)

I'FAX7rs:VX.B
e la eliminacién de V e introduccion de = da lugar a la equivalencia

—_~
<C
~

(/\a:A.r)[B] = /\LL’AJ’[B] (p-conm,, _..,)
Fe:Akr:VX.C
(=

'k Axdr: A= VX.C (=
I'FAxdr:VX.(A=C) v.)
L O\aAn)[B]: X = Bj(A=C)

B
~

INax:AFr:VX.C %)
Iz:Abr|[B]:[X = B|C ;)
D X\eAr[B]: A= [X = BlC

e la eliminacién de ¥V y = da lugar a la equivalencia r[A]s = rs[A] que
no ha sido considerada por ser redundante con la anterior

Ik r:VX.(A= B)
L'Fr[C]:[X:=C|(A= B)

e)

I'-r[Cl:A= (X :=C|B st:A( )
e
I'Fr|Cls:[X :=C|B
I'Fr:VX.(A=B)
'Fr:A=VX.B FI—s:A(:%)

I'-rs:VX.B (v.)
I'Frs|C|:[X :=C|B
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VX.(AANB) =VX.AAVX.B (p-pist) Este isomorfismo involucra a las conec-
tivas V y A. Las cuatro combinaciones de reglas son las siguientes:

e la introduccion de V y A da lugar a la equivalencia
AX . (r,s) = (AX.r,AX.s) (p-pisTy,,,)

I'tr:A T'ks:B

(Ni)
L'+(r,s):ANB )
THAX.(r,s):VX.AANB
'r: A (y) Fl—s:.B (s
IFAX.r:VX.A I'FAX.s:VX.B (h)

I'F(AX.r,AX.s): VX.AAVX.B

e la introduccién de V y eliminaciéon de A da lugar a la equivalencia
Tox A(AX.r) 2 AX.ma7r (P-DISTY, . )

'-r:AANB
I'HAX.r:VX.(AAB)
'FAX.r:VX.AAVX.B E
'+ ’/TVX‘A(AX.T') (VXA

(Vi

~

)
e)

>

'-r:AAB
F'Emar: A
I'EAXmar:VX.A

(Ae)
(V)

e la eliminaciéon de V e introducciéon de A da lugar a la equivalencia
(r,s)[A] = (r[A], s[A]) (p-DisTy, )

'kr:vX.B TI'Fs:VX.C

TF (r,s): VX.BAVX.C :()Ai)
LH(r,s):VX.(BAC) _(v )
Ik (r,s)[A]:[X = A(BAC) ©
Lhr¥XB ) Lhs: YXC ()
I'Fr[A]:[X := A|B I'Fs[A] : [X = A]C N

T+ (r|A], s|A]) : [X = A|BA[X = AC
T (r|A],s|A]) : [X = A|(BAC)




7.3. EJEMPLOS 83

e la eliminacion de V y A da lugar a la equivalencia que establece que
sir:VX.(BAC), entonces (myx.gr)[A] 2 mix.—ap(r[A]) (p-pisTo,.,).
En este caso es necesario asumir I' - r : VX.(BAC), ya que el término
del lado izquierdo no fuerza dicho tipo para r, mientras que el lado
derecho lo necesita.

I't7r:VX.(BAC)

I'Fr:VX.BAVX.C (i)
IFryypr:¥YX.B = ° W)

Dk (mox.pr)| Al [X = AIB

LErsvX(BAC)

I'Fr[A4]: [X = A(BAC) B

DFr[A]:[X = A|BAX = AC Ei))
U'Fmix.—qp(r[A]) - [X = A|B

7.2.5 Relacion de reduccién

Las reglas de reducciéon de este sistema consisten en las de Sistema I con
la adicién de la beta reduccién de tipos, y las reglas de congruencia corre-
spondientes. Quedan conformadas como se indica en la Figura 7.4. Luego

—>%

la relacion de reduccién estd definida como — = &% o — o =%,

7.3 Ejemplos

Veremos algunos ejemplos de términos que no tienen tipo en cédlculos tradi-
cionales y que es factible construir, y utilizar sin inconvenientes, en este
sistema.

Ejemplo 1 Debido al isomorfismo (r.comm) podremos construir el siguiente
término, en el que efectuamos una aplicacion de tipos sobre un término que
no tiene forma de abstraccién de tipos, sino de términos:

(A= ) 7 (AX X )

2IX (X=X

Su derivacion de tipo, donde consideraremos r = (A ).2)[7], es
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(r,s) &= (s,r) (comm)
< < t)) = ((r;s),1) (asso)
Ar sy = Do, dats) (p1sT,)
(r,s)t = (rt, st) (DISTapp)
r(s,t) = rst (curry)

Atz e ts=rs st = sr

t=r t=r t=r
(t,s) = (r,s) (s, t) = (s,r) walt = war
t=r t=r t=r

(a) Heredadas de Sistema |

si X ¢ FTV4(A) AX e = et AX (P-comm, )
si X ¢ FTVa(A) (\z?.7)[B] = X2 .r[B] (p-comm,, )
AX.(r;s) = (AX.r,AX.s) (p-p1sT, A,)

myx AAX.r) 2 AX . mar (p-p1sT, 1)

(o)Al = (AL s[AD ()

sir:VX.(BACQC) (myx.B7)[A] = mx.— 4 B(r[A])  (p-DI1STV,.,)

AXt=AXr t[A] = r[A]
t=r t=r

(b) Incorporadas por SIP

Figura 7.3: Relacién de equivalencia entre términos de SIP

r:VX(X = X)Fa:VX(X = X) " (=)
FA¥X-(X=X) 2 VX (X = X) = VXL(X = X) (:z) (7.1)
F AT E Y 2 VXL(YX (X = X)) = (X = X) (\;>

F A" =0 0] VX (X = X)) = (T=71)

(7.1)
Ve
FrovX.(X=X)=(r=1) ) FAX X2 VX.(X = X)
Fr(A X aXa):r =1

(=)

y su reduccién
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sis: A (Axdr)s g, 2= s]r

sir:A TA(r, S) g 1
(AX.r)A —g, [X = Alr
et s e tssrs st sr
t—r t—r t—r
(t,s) — (r,s) (s,t) = (s,r) Talt = war
t—r t—r t—r

AXt— AX.r t|A] — r[A]
t—r t—r

Figura 7.4: Relacién de reduccion de SIP

A" X=X D (AX Ay )
‘:}(P-COMMVC:Z,)
(A=Y a7 ) (AX Ay )

—Bx
(AX./\yX Nk

/\yA.y

Ejemplo 2 En la misma linea del ejemplo anterior, podremos construir el
siguiente término, que es una aplicacién de términos sobre una abstraccion

de tipos:
(AX e™ \y™= X ya)t

Su derivacion de tipos es

(ax) (az)
r:Ty:7T=XkFy: 7= X r:ryy:tT=XkFa:71
=)
r:Ty:T=>=XFyr: X (=)
riTEMNTTYX g (r=> X)= X ' ) (7.2)
=i

FaxxT = Xyr: 7= (1= X)=> X

(Vi)
FAX A" Ay =% yx) VX (1= (1= X) = X)
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(7.2) )
FAX X ™ N "X yx) VX (1= (1= X) = X) ' FHt:r
L'F(AX 2™ =X ya)t VX (1 = X) = X)

(=e)

y su reduccién

(AX ™ ™= X ya)t
“(p-comm, )

™ (AX Ay~ X )t
B

(AX Ny~ X yt)

Ejemplo 3 Debido al isomorfismo (p-pist), podremos construir el siguiente
término, en el que proyectamos una abstracciéon de tipos:

Tyx.(x=x)(AX. (a2, t))

Su derivacién de tipo es

FlxXe: X=X ChHt:r
F X, t) (X = X)AT
EAX. QaX 2, t) VX (X = X)AT)
PFAX.AxXz,t) VX (X = X)AVX.T
I Ty (xox) (AX.(Aa¥ 2, 1) : VX.(X = X)

(Ai)

—~
<
.
~
~—

Una posible reduccion es

Ty (xox) (AX (A ¥ 2, 1))
‘:}(P-DIST\, ~g)

Tox.(x=x)(AX. AeX o, AX it
7

AX e X2

y otra es

Ty x.(x=x)(AX. (M., t))
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:(P-DISTVZ. Ae)

AX mxoxAeX .z, t)
—r

AX e

Ejemplo 4 También debido al isomorfismo (r-pist), podremos construir el
siguiente término, en el que

(AX e Ay, AX e P[]

Su derivacion de tipos, donde asumimos X ¢ FTV4(D)U FTV4(FE) y con-
sideramos u = AX AxX A \yt.s y v = AX X 2Bt | es la siguiente:
Ne: X,y:AFs: D
De: XFMYs:A=D
FFxx¥Mis: X=>A=D
PFAX A X \yds :VX.(X = A= D)

(=)
(=) (7.3)

Nz:X,z:BFt: FE
Fe:XFMPt:B=FE
XX Bt: X=B=F
PEAX A X 2Bt VX(X = B=FE)

(=)
(Vi)

(7.3) (7.4)
(V3) (Vi)
N'u:vX(X=A= D) '-v:VX(X = B=F)
' (u,v)y :VX(X = A= D)ANVX(X = B=FE)
' (u,v)y :VX(X=>A=DAX=B=FE)

I'F(u,v)[C]:C=A=DANX=B=FE

%

(Ve)

La reduccion ocurre como sigue:

(AX e Ay, AX e 2B ()]
Z(ppisTy 1)

(X A [C], A A8 [C])
Ba

A€ Ay, aaC A 2B
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Ejemplo 5 Nuevamente, debido al isomorfismo (p.pist), podremos con-
struir el siguiente término, en el que se efectia una aplicacién de tipos sobre
una proyeccion:

(T (x=x) (AX. (A, 7)) [7]

Su derivacién de tipo es

—— (az)
z: XFa: X =,
FlxXe: X=X F'kri(r=71)=>r1
FaXa,r): (X=X)A(r=>7)=1)
PEAX.OxXz,r) VX.(X = X)A(T=7)=>7)) Vs
PEAX.OxXz,r): (VX(X=2X)A((r=71)=1) E
)

(As)

<

)
e)

>

I Ty (xsx) (AX. 2% 2, 7)) : VX (X = X)

Ve
I'E (myx (xox)(AX.QaX 2, m))r] 7= 7 (

y su reduccién

(myx.(x=x) (AX. (A 2, 7)) 7]
:(P-DISTVCAC)

Tror (AX. (A, r)) (7))
B

Tr=r(A2T.2, [X = 7|r)
—r

Ax’.x

7.4 Propiedades

Probaremos la preservaciéon de tipos en la reduccién. Para ello deberemos
caracterizar ciertas equivalencias entre tipos, como por ejemplo: si VX.A =
B AC, entonces B=VX.B'y C =VX.C', con A= B AC' (Lema 7.4.8).
Debido a la cantidad de isomorfismos, probar estos lemas no resulta trivial.
Para ello introduciremos el concepto de factores primos de un tipo y una
serie de propiedades relacionadas. Esta técnica fue utilizada en Sistema
I, aunque solo con un tipo basico 7; en SIP, en cambio, la cantidad de
variables que constituyen los tipos bdsicos son infinitas, y por lo tanto las
pruebas resultan mas complejas.
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La nocion de factores primos de un tipo se construye como una analogia
a los factores primos de los niimeros naturales, valiéndonos de la correspon-
dencia entre conjuncién y producto. La idea es definir tipos canénicos como
representativos de la clase de equivalencia generada por (=). Los factores
primos de un tipo (Definicién 7.4.1) son el multiconjunto de tipos que no son
equivalentes a conjunciones de otros tipos (y por esto los llamamos primos)
tal que la conjuncién de todos los elementos del mismo son equivalentes al
tipo original.

Escribiremos VX.A para VX,.VXs. .. .. VX,.A, para algin n > 0 (donde
si n = 0, entonces VX.A = A). Por simplicidad, escribiremos () = X para
X cuando resulte conveniente.

Definicién 7.4.1 (Factores primos).
PF(X) = [X]

PF(A= B) = VX;.((AA By) = Y|,
donde PF(B) = [VX;.(B; = Y;)|",
PF(A A B) = PF(A) w PF(B)
PF(VX.A) = [VX.VY,.(A = Z)|™,
donde PF(A) = [VY;.(A; = Z)|P,
donde W es la unién de multiconjuntos, definida como es usual.

El Lema 7.4.2 y el Corolario 7.4.2.1 establecen la correctitud de la
definiciéon 7.4.1. Escribiremos A([4;];) para A, A;.

Lema 7.4.2. Para todo A, PF(A) = [VX,;.(B; = Y)||.

Prueba. Por induccién trivial en la estructura de A, teniendo en cuenta las
notaciones definidas previamente. O

Corolario 7.4.2.1. Para todo A, A = \(PF(A)).

Prueba. Por induccién en la estructura de A.

e Sea A = X. Entonces PF(X) = [X], y A([X]) = X.

e Sea A=B=C.
Por Lema 7.4.2, PF(C) = [VX,.(C; = Y;)| ;.

Entonces, por definicién, PF(A) = [VX;.(B A C; = Y7,
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Por hipétesis inductiva, C = A(PF(C)) = /\;?Zlvii.(ci =Y.
Por lo tanto,

A=B=C
=B = /\VX»L(C'], = Yi)
=1
= \VX:i((BACy) = Vi)
=1
= A(IVXi.(BACi = V)2 ))

= A\(PF(4))

e Sea A=BANC.
Por hipétesis inductiva, B = A(PF(B)) y C = \(PF(C
Entonces,

A=BAC

z/\PFB /\/\PFC

= A\(PF(B) ¥ PF(C))
= A\(PF(4))

e Sea A =VX.B.
Por Lema 7.4.2, PF(B) = [vY,.( (Bi = Zi)l-
Entonces, por deﬁmclon PF(A) = [VX VY. (B = Z)]z 1-
Por hipétesis inductiva, B = A\(P 1 VY.(B = 7;).

Por lo tanto,
A=VX.B

=VX. \VYi(B; = Z)
=1

= /n\vx.v?i.(Bi = 7;)
=1
= A(VX VY (B = 2)]%))

= \(PF(4)) O
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La Definicién 7.4.3 remite a la relacion de equivalencia entre multicon-
juntos (dos multiconjuntos son equivalentes si y solo si tienen los mismos
elementos, moédulo isomorfismos, en igual cantidad). El Lema 7.4.4 deter-
mina la estabilidad de los factores primos ante la equivalencia, es decir dos
tipos equivalentes tienen los mismos factores primos, y el Lema 7.4.5 una
suerte de propiedad reciproca.

Definicién 7.4.3. [Ay,..., Ay ~ [B1,...,Bpl sin =m y A; = By, para
i=1,...,n yp una permutacion de {1,....n}.

Lema 7.4.4. Si A= B, entonces PF(A) ~ PF(B).

Prueba. Es sencillo comprobar que PF(A A B) ~ PF(B A A) y similar para
los otros cinco isomorfismos. Por lo tanto, se prueba con una induccion
estructural trivial que si A y B son equivalentes en un paso, entonces PF(A)
~ PF(B). Finalmente, se concluye con una induccién en la longitud de la
derivacién de la equivalencia A = B. O

Lema 7.4.5. Si R ~ S, entonces N\(R) = \(S).
Prueba. Directo de la definicién de ~. O

Los Lemas 7.4.7, 7.4.8 y 7.4.9 establecen consecuencias que se obtienen
de ciertas equivalencias entre tipos. L.as mismas serdn de importancia para
la prueba de preservacién de tipos de SIP. El Lema 7.4.6 establece con-
secuencias de la equivalencia entre dos tipos primos, y serd utilizado para
probar dichos lemas.

Lema 7.4.6. SiVX.(A=Y)=VZ.(B= W), entonces X = Z, A=B, y
Y =W.

Prueba. Por inspeccion simple de los isomorfismos considerados. O

Lema 7.4.7. Si A= B=C; NCy, entonces C1 = A= B, (o, =A= By
y B= B, A\ Bs.

Prueba. Por Lema 7.4.4, PF(A = B) ~ PF(C| A C3) = PF(C)) W PF(Cy).
Por Lema 7.4.2, sean
— VXi(Di = Z)|™,
PFC1 = [VY.(E; = Z)]k,
PR(Cy) = [VY;.(E; = Z)|™ e
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Entonces [VX;.((A A Ds) = Z) [VY (B = Z))|7
Por definiciéon de ~, n =m y para t=1,...,n y una permutacién D,
tenemos VX;.((AA D;) = Z;) = VY y-(Epsy = Z’( )

Luego, por Lema 7.4.6, tenemos X; = Yoy, AN Ds = Epyy, v Zi = Z -
Entonces existe I tal que

Tul ={1,.. }
PF(C)) [vy By = Zyi)ier
PF(C3) = [VYp ():>Z’())] -

Por lo tanto, por Corolario 7.4.2.1

= \ Wiy (Epiy = 2Zy,) = \VXi((AN D) = Z))

i€l i€l
y de manera similar

C= \VXi.((AADy) = Zi)
i€l

Sean By = Ny VXi(Di = Zi) y B2 = Ny VXiu(Di = Zs).
Entonces C1 = A= By yCo = A= B,.

Finalmente, también por Corolario 7.4.2.1, tenemos
B = /\fZIVXz(Dz = Zz) = B; A Bs. O

Lema 7.4.8. Si VX.A = B A C, entonces B = VX.B', C = VX.C' y
A=B' NC.

Prueba. Por Lema 7.4.4, PF(VX.A) ~ PF(B A C) = PF(B)w PF(C).
Por Lema 7.4.2, sean

PF(A) = [VYi.(A; = Z)|1-

PR(B) = [VW;.(D; = Z})|5_,

PF(C) = [YW;.(Dj = Z})| i
Entonces [VX.VYi.(A; = Z)|7, ~ [YW;.(D; = ZOIM,

Luego, por definicion de ~, n = m y parai = 1,...,n y una permutacion p,
tenemos VX.VY;.(A; = Z) VW - (Dpgsy = Z’( ))

Entonces, por Lema 7.4.6, tenemos X, Y, = Wp (@) Ai = Dypy, y Zi = Z;(i).
Por lo tanto, existe I tal que

Tul={1,...,n}
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PF(B) = VW) (Dygay = ZiiyNier
PF(C) = [YWp).(Dygiy = Zbi)ier

Asi, por Corolario 7.4.2.1, tenemos

B= \ YWy (Dyiy = Z),) = [\ VX VYi(A; = Z))
i€l i€l
y de manera similar
C= \VXVYi(A = Z)
iel
Sean B = /\iel VY;(Az = Zz) y Cl = AzejVﬁ(Az = Zz)
Entonces B=VX.B'y C =VX.C".

Finalmente, también por Corolario 7.4.2.1, tenemos
A= N, VWil(Ai = Z) =B AC. O

Lema 7.4.9. SiVX.A= B = C, entonces C =VX.C' yA=B=C"

Prueba. Por Lema 7.4.4, PF(VX.A) ~ PF(B = C).
Por Lema 7.4.2, sean

PF(A) = VY,.(Ai = Z)|2,
PF(C) = [YW;.(D; = Z})|™
Entonces [VX.VY;.(A; = Zi)|) ~ [YW;.((B A Dj) = Z5)™ ).
Luego, por definicion de ~, n = m y parai = 1,...,n y una permutacién p,

tenemos VX VY;.(A; = Zi) = YWy(i).((B A Dyay) = Z0).
Por lo tanto, por Lema 7.4.6, tenemos

X,Y; = Wy
A;=BA Dp(i)
Zi = Zyy

Entonces, por Corolario 7.4.2.1
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VXY (Dyy = Zi)

~.

Il
-

K2

Sea C' = NI, WY Dyy = Zs).
Entonces C' = VX.C".
Finalmente, también por Corolario 7.4.2.1, tenemos

=1

N\ VYi(B A Dyy) = Zi)

=1

n
=1

=B=/C O

Dado que el célculo se presenta a la Church, el mismo es dirigido por

sintaxis, excluyendo la regla (=). Por lo tanto el lema de generacion es
trivial (Lema 7.4.10) y tenemos un lema de unicidad (Lema 7.4.11).

Lema 7.4.10 (Generacion).

1. SiTkFx:AylFa: B, entonces A= B.
SiT X edr: B, entoncesT,x: AFr:CyB=A=C.
Sil'kFrs: B, entoncesI'r: A= B yl'Fs: A
SiTk(r,s): A, entonces A=BANC,T'Fr:Byl'tFs:C.
SiUFmyar: B, entonces A=B yl'Fr:BAC.
Sil' HFAX.r: B, entonces B=VX.A, I'Fr:AyX &FTV,(]).

XS @

Si 't r[A] : B, entonces [ X := A|C =B yl'kr:VX.C. O

Lema 7.4.11 (Unicidad mo6dulo).
Sil'Fr:AylFr: B, entonces A= B.

Prueba.  Si la ultima regla de la derivaciéon de I' - r : A es (=), entonces
existe una derivaciéon mas corta I' = r : C con C = A. Por hipdtesis
inductiva, C' = B y por lo tanto A = B. Si la dltima regla de la derivacién
de I' - r : B es (=), procedemos de la misma manera. Todos los demas
casos son dirigidos por sintaxis. O
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El siguiente lema de substitucién es central para probar el teorema de
preservacion de tipos.

Lema 7.4.12 (Substitucién).
1. Silxa :BFr: AyTl'ks: B entonces '+ [x = s|r: A.
2. Sil'Fr: A, entonces [X := B|I' - [X := B|r : [X := BJA.
Prueba.

1. Por induccion estructural en r.

e Sear =u.
Por LLema 7.4.10, A= B,
por lo tanto I' s : A.
Como [z := s|x = s,
entonces I' - [z := s]a : A.
e Sear =y, cony # x.
Como [z = s|ly = v,
entonces I' F [x := s|y : A.
e Sear = \zC 1.
Tenemos [z := s|(A\x©.t) = \2C.t,
entonces I' - [ := s](Ax®.t) : A.
e Sear = \yC.t, cony # .
Por Lema 7410, A=C =Dyl y:CkFt:D.
Por hipétesis inductiva, I',y : C'F [x :=s]t : D.
Por regla (=), T'F \y© [z == 8]t : C = D.
Como \yC [z := s|t = [z := s](AyC.1),
usando la regla (=), tenemos I' F [z := s](\zC.t) : A.
e Sea r = tu.
Por Lema 74.10, ’'Ft: C=AyT'Fu:C.
Por hipdtesis inductiva, 'F [ :=s|t : C = Ay 'k [x :=s]u: C.
Por regla (=), I' F (Jx := s]t)([x := s]u) : A.
Como ([x := s|t)([x := s|u) = [x := s](tu),
tenemos I' F [x := s](tu) : A.
e Sea r = (t,u).
Por Lema 7.4.10, ’'Ft:CyI'Fu:D,con A=CAD.
Por hipétesis inductiva, '+ [z :=s]t : C y 'k [x :=s|u: D
Por regla (A;), I'F ([x := s|t, [x :== s]u) : C A D.
Como ([x := slt, [x := s|u) = [x := s|{t, u),
usando la regla (=), tenemos I' F [x := s](t,u) : A.
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e Sea r = Tat.
Por Lema 7.4.10, '+-t: ANC.
Por hipétesis inductiva, I' - [z := s]t : AAC.
Por regla (Ae), I'F ma([a := s]t) : A.
Como ma([x := s|t) = [x := s](7watl),
tenemos I' F [ := s](wat) : A.

e Sear=AX.L1.
Por Lema 7.4.10, A=VX.CyI't:C.
Por hipétesis inductiva, I' - [z := s]t : C.
Por regla (V;), I' F AX [z := s]t : VX.C.
Como AX.[x := s|]t = [z := s](AX.1),
usando la regla (=), tenemos I' F [z := s|(AX.t) : A.
e Sea r = t[C].
Por Lema 7.4.10, A= [X :=C|Dy '+ t:VX.D.
or hipétesis inductiva, I' - [z := s]t : VX.D.
Por regla (V.), I' F ([x := s]t)[C] : [X := C|D.
Como ([x := s|t)[C] = [z := s|(t[C)),
usando la regla (=), tenemos I' [z := s|(t[C]) : A.

2. Por induccion en las reglas de tipado.

e (ax): Seal',ox: Ak x: A.
Usando la regla (ax), tenemos
[X := BJI';x: [X := BJAF [X := Bla: [X := BJA.
e (=):Seal'Fr:A con A=C.
Por hipétesis inductiva, [X := B|I'F [X := B]r: [X := B|C.
Como A = C, entonces [X := BJA = [X := B|C.
Usando la regla (=), tenemos
[X := B]I'+[X := Bjr: [X := BJA.

o (=):Seal'F ) \zCt:C = D.
Por hipétesis inductiva,
(X :=BJl'x:[X := B|CF[X :=BJt:[X := B|D.
Usando la regla (=;), tenemos
[X := BJl' - \elX=BIC | X := B]t : [X := B|C = [X := B|D.
Como A\zP=BIC [ X := BJt = [X := B](\xC.t),
se cumple (X := B’ [X := B](\x“.t) : [X := B|(C = D).

o (=) Seal'Fts: D.
Por hipétesis inductiva,
[X := B]I'F [X := BJt:[X := B|(C = D)
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y [X = B|l'F[X := B|s:[X := B|C.
Como [X := B|(C = D) = [X := B|C = [X := B|D,
por regla (=) tenemos
[X := B]I' - (|X := BJt)([X := BJs) : [X := B|D.
Dado que se cumple ([X := BJt)(|X := Bls) = [X := B|(ts),
también se cumple (X := B|I' F [X := B|(ts) : [X := B|D.
e (Ay): Seal'F (t,;s): CAD.
Por hipétesis inductiva,
[X := B]I'F[X :=BJt:[X := B|C
y [X = B|'F[X := B|s: [X := B|D.
Usando la regla (A;), tenemos
[X := B]I' - (|[X := BJt,[X := Bls) : |[X := B|JC A[X := B|D.
Como ([X := BJt,[X := Bls) = [X := B|(t,s)
y [X = B|CA[X :=B]D = [X := B|(CAD),
se cumple [X := B|I'F [X := B|(t,s) : [X := B|(C A D).
e (Ne): Seal'=t:CAD.
Por hipétesis inductiva,
[X := B]I'F[X := BJt:[X := B|(CAD).
Como [X := B|(CAD) = [X := BJCA[X := B|D,
por regla (Ae) tenemos
[X := B|l' - 7 x.—pjo([X := Blt) : [X := B|C.
Dado que 7 x.-pjc[X := BJt = [X := Blnct,
se cumple [X := B|I'F [X := B|nct : [X := B|C.
o (V;): Seal'FAY.t:VY.C, con X & FTV,(I').
Por hipétesis inductiva, [X := B]I'F [X := BJt: [X := B|C.
Como X & FTV.(I), X & FTV,([X := BI),
usando la regla (V;), tenemos
[X := B]I' FAY.[X := BJt : AY.[X := B|C.
Dado que se cumple AY.[X := BJt = [X := B|AY't
y VY. [X := B|C = [X := B|VYY.C,
también se cumple [X := B|I' - [X := BJAY.t : [X := BJVY.C.
o (Ve): SeaI'-¢[D]: Y := D|C.
Por hipétesis inductiva, [X := B]I'F [X := B]t: [X := B|VY.C.
Como [X := B|VY.C = VY.[X := B|C,
usando la regla (V.) tenemos [X := B|I'  ([X = BJt)[[X =
B|D] : Y := [X := B|D||X := B|C.
Dado que ([X := BJt)[|X := B|D] = [X := B|(t[D))
y Y :=[X := B|D|[X := B|]C = [X := B][Y := D|C,
se cumple [X := B|I'+ [X := B|(t[D]) : [X := B][Y := D|C. O
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Teorema 7.4.13 (Preservacion de tipos).
SilFt:Ayt—rot=r, entonces'Fr: A.

Prueba. Por induccién en las relaciones &2 y —.

e (comm): (t,ry = (rt)

(7)) L TF({r: A (Hipotesis)
2. A=BAC
'+t:B
'kr:C (1, Lema 7.4.10)
3. BAC=CAB (Iso. (comm))
4.
'kr:C FI—t:B(/\i)
3] LE(rt):CANB
2 T'H{(rt): BAC
DH(rt):A
() andloga a (7).
o (asso): (t,(r,s)) = (({t,r),s)
(7)) L TF{((rs): A (Hipotesis)
2. A=BAC
'+t:B
L'k (r,s):C (1, Lema 7.4.10)
3.C=DAFE
'kr:D
'kFs:FE (2, Lema 7.4.10)
4. BA(DANE)Y=(BAD)AE (Iso. (asso))
5. A= BA(DAE) (2, 3, congr. (=))

Lkt:B Thr:D
Ik (t,r): BAD I'kFs:E
" TF((t,r),s): (BAD)AE
Tk ((t,r),s): BA(DAE)

51 L'E{{t,r),s): A =)
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(~) andloga a (7).

o (pisty): Axf.(t,r) = (\eht, Aedr)

() L. TFXA{t,r): B (Hipétesis)

2. B=A=C

Lx: A (t,r): C (1, Lema 7.4.10)
3.C=DAE

Ix:AFt: D

INx:AFr: E (2, Lema 7.4.10)
4. A= (DANE)Y=(A= D)AN (A= F) (Iso. (pist))
5. B=A= (DAFE) (2, 3, congr. (=))
o o:AFt:D To:AbFr:E

=i =)
PFXxxdt:A=D kaﬁmuL:E(N)
g L OaAt, e r) s (A= D) A (A= E) - '
; I\t \edr): A= (DAE) =)
o I'F Azt Azdr): B a
(o) L TFMxdt, e?r): B (Hipétesis)

2. B=CAD

LFXedt:C

I'FXedr:D (1, Lema 7.4.10)
3.C=A= '

Cx: ARt C' (2, Lema 7.4.10)
4. D=A=D

Le:AFr: D (2, Lema 7.4.10)
5. (A=CHYNA=D)Y=A= (C'"AD) (Iso. (pist))
6. B=(A=C)YAN(A=D") (2, 3, 4, congr. (=))
" Dx:AFt:C' T,x:AFr:D

(Ai)

oA {t,r)y:C'AND
TFAx?(t,r): A= (C'AD)
TF XA (L) (A= C) A (A= D)
L'FAx?.(t,r): B

(=)

[6]
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L. TFH(tr)s: A (Hipotesis)
2.TH({t,r): B=> A
I'Fs:B (1, Lema 7.4.10)
3. B==A=CAD
r=t:C
'kr:D (2, Lema 7.4.10)
4. C=B= ('
D=B=1D
A=C'AD (3, Lema 7.4.7)
5.
4] ret:C /(E)
't:B=C FI—s:B(:)
I'Fis:C ‘
6.
4] F'kr:D -
'tr:B=D FI—s:B(:>)
T'Frs:D ‘
7.
(5) (6)
FHts:C" Tkrs: D
oy M)

" 'k (ts,rs) : C'"AND (=)

| 'k {ts,rs): A B
1. Tk (ts,rs) - A (Hipotesis)
2. A=BAC
'ts: B
I'krs:C (1, Lema 7.4.10)
3.T+-t:D=B
I's:D (2, Lema 7.4.10)
4. T+r:E= B
's: FE (2, Lema 7.4.10)
D=F (3, 4, Lema 7.4.11)

% N oo

D= (BANC)=(D= B)AN(D=20C)

EFE=C=D=C

(Iso. (pist))
(6, congr. (=)
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mFI—r:E:>C(E)
+t:D=B LErD=C
[5]Fl—<t,r>:(D:>B)/\(D:>C) (_)1
L'k {t,r): D= (BAC) (j)‘
mFi—(t,Ms:B/\C(_) ‘
'k {t,rys: A B
e (curry): t(r,s) 2 trs
(7) 1L.TkHt(rs) A (Hipotesis)
2.T'Ft: B=A

L'+ (,r):B (1, Lema 7.4.10)
3. B=CAD

'kr:C

I'ks:D (2, Lema 7.4.10)
4. B=A=(CAD)= A (3, congr. (=)
5. (CAND)=A=C= (D= A) (Iso. (curry))
6.

14] 'kt:B= A (=)
5 THt:(CAD)= A -
I'Ft:C=D=4) rw:c( )
e
THir:D=A
7.
(6)
Fl—tr:D:>A. FI—S:D(:>6)
I'Eitrs: A
(o) 1.TFtrs: A (Hipotesis)
2.'Ftr:B= A

I'ks:B (1, Lema 7.4.10)
3.THt:C=(B=A)

'kr:C (2, Lema 7.4.10)
4. C=(B=A)=(CAB)=A (Iso. (curry))
d.

[4]FH:C$(B$A) oy Lbr:iC Ths:B

I'Ht:(CAB)= A FI—(r,s>:C/\B( )’
e

'Etir,s): A
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o (pcomm,,_ ) AX et = et AX ¢

(7) 1. X € FTV4(A)
2. THFAX ) \At: B

3. B=VX.C
'k xdi:C
X ¢ FTV(T)

4. C=A=D
I'x:AFt: D

5. VX(A=D)=A=VYX.D
6. VX.C =VX.(A= D)

Ix:AFt: D
1 3]

INe: AFAXt:VX.D

F'FXAAXt: A= VX.D

(Hipétesis)
(Hipétesis)

(2, Lema 7.4.10)

(3, Lema 7.4.10)
(1, Iso. (p-comm))

(4, congr. (=))

(Vi)

(=)

[5]

=)

I'FAxd AX.t:VX.(A= D)

(

(6]
3]

I'FX?AXt:B

(«) L. X ZFTVa(A)
2. THMNAAXt:B

3. B=A=C
Ne:AFAX::C

4. C =VX.D
I'x:AFt: D
X & FTV(I'YU FTV4(A)

5. VX(A=D)=A=VYX.D
6. A= C=A=VYX.D

' AXE:VX.C (=

(Hipétesis)
(Hipétesis)

(2, Lema 7.4.10)

(3, Lema 7.4.10)
(1, Iso. (p-comm))

(4, congr. (=))
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I'x:AFt: D '
P \At:A=D
[4] - (V)
5 I'HAX Xt :VX.(A= D) =
6] LEAX Mt A= ¥X.D (:_)
3 FFAX Mt A= C (=)
I'FAX A x?t:B
o (p-comm,__,): Az [B] = A4 .t B
(7) 1. X € FTV4(A) (Hipotesis)
2. TF(\4)[B]: C (Hipdtesis)

3. C=[X:=B|D
C'F x?t:VX.D
4. VX.D=A=FE

I'x: ARt FE
5. E=VX.E'
D=A=F

6. A= X =B|JF' =X :=B|(A=F)
7. |X:=B|(A=F)=|X:=B|D
5 F,x:Al—t:El(E)
INz: ARt VX.E
I,x: AFt[B]:[X := BJF

(2, Lema 7.4.10)
(3, Lema 7.4.10)

(4, Lema 7.4.9)
(1, Def.)
(5, congr. (=))

(Ve)

(=i

L'FAx?t[B]: A= [X = B|F

(=)

I'FAxAt[B]:[X := B|(A= FE)

7]

—~~

I'F XxAt[B]:[X := B|D

3 .
I'F Ax?it[B]: C

(<) 1. X & FTV4(A)
2. TF X xdtB]: C
3.C=A=D
e: AFtB]: D
4. D=[X:= BIE
INx:AFt:VX.E

(=)

(Hipdtesis)
(Hipdtesis)

(1, Lema 7.4.10)

(2, Lema 7.4.10)
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5. A= VX.EFE=VX.(A=F) (Iso. (p-comm))
6. [ X =B|(A=F)=A= X :=BJE (1, Def.)
7. A= [X:=B[EF=A=1D (4, congr. (5))
8.

Ne: ARt VX.E (=
Xt A= VX.E (=

B3
~

(5]
I'F Azt :VX.(A= E)

Ve
. L'+ (\2A.4)[B]: [X = B](A= E) E:))
7 I'k(A2A.0)[B): A= [X := B|E (:_)
I'F(\2A.)[B): A= D a
3) . (=)
I'F(\?t)[B]:C
e (popisty,,,): AX.(t,r) = (AX.t,AX.r)
(7)) L TFAXJ(t,r): A (Hipotesis)
2. A=VX.B
Tk (t,r):B
X & FTV,(I') (1, Lema 7.4.10)
3. B=CAD
'et:C
'kr:D (2, Lema 7.4.10)
4. VX (CAND)=VX.CAVX.D (Iso. (p-pist))
5. VX.B=VX.(CAD) (3, congr. (=))
2] I'kt:C V) (2] 'r:D Vs
I'HFAX.t:VX.C 'FAX.r:VX.D (As)
4 I'F (AX.t,AX.r) : VX.C AVX.D o '
5 D' (AX.t,AX.7r) : YX.(C A D) (:_)
) PF(AX.4,AXr):YX.B _ B
g ' (AX.t,AX.7): A =
(o) LTHAXtHAXr): A (Hipotesis)
2. A=BAC
I'FAXt:B

'EAXor:C (1, Lema 7.4.10)
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3. B=YX.D
I'Ht:D
X & FTV,(T) (2, Lema 7.4.10)
4. C =VX.FE
Ikr:FE
X & FTV,(T) (2, Lema 7.4.10)
5. VX.(DANFE)=VX.DAVX.E (Iso. (p-pisT))
6. VX.DANVX.E=BAC (3, 4, congr. (=))
7.
PEt:D Thr:B o,
3 Ik {t,r):DAE v
5 T'FAX.(t,r) : VX.(DAE) (:)
6 I'HAX.(t,r):YX.DAVX.E (:)
I'FAX.(t,r): BAC B
2] (=)

TFAX.(t,r): A

o (P-DISTy, A, )" (t,r)|B] = (t[B],r[B])

(7) L TkF({nr)B]:A (Hipotesis)

2. A=[X = B|C

Lk (t,r):VX.C (1, Lema 7.4.10)
3. VX.C=DAE

't: D

'kr: E (2, Lema 7.4.10)
4. D=VX.D'

E=VX.E'

C=DANFE (3, Lema 7.4.8)
5. [X := B|(D' AE'") = |X := B|D' A|X := B|E' (Def.)
6. [X := B|JC =X := B|(D'\FE') (4, congr. (=))

7.
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Pre:D g LEreB
LrEe:vXD PhrVXE )
PHtB]: (X =BID " TreB]: (X =BE °

5 I'F (t[B),r[B]): [X := B|D' A X := B|E o (")
" 'k (tB],r[B]) : [X := B|(D' A E) -
9 Tk (¢B],r[B]) : [X := B|C )
T+ (tB],r[B]) : A

[4]

(«) 1. TF{BrB]):A (Hipétesis)
2. A=CAD
I'+tB]:C
I'Fr[B]:D (1, Lema 7.4.10)
3. C=[X:= B|C'
Fkt:VX.C! (2, Lema 7.4.10)
1. D=[X = B|D
Fkr:vVX.D (2, Lema 7.4.10)
VX.(C'AND)=VX.C' \VX.D' (Iso. (p-pist))
X := B|(C' AD') = [X := BJC' A[X := B|D' (Def.)
[X :=B|C'"A[X:=B]D=CAD (3, 4, congr. (=))

X NS o

F'Ft:VX.C' ThEr:VY.D

5 L) VX.C'AVX.D! (:()Ai)
Lk (t,r):VX(C'AD) )

" Ik (t,7)[B]: [X := B|(C' A D) _
ATk (t,r)[B] : [X := B|C' A[X := B|D/ ;
) 2 PE(t,r)[B]:CAD _ =)

Tk (t,r)[B]: A

o (ppisTy, s, ) Tyx.p(AX.1) = AX TRt

(™) L I'kryxp(AX.t): A (Hipotesis)
2. A=VX.B
'-AXt:(VX.B)AC (1, Lema 7.4.10)
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3. (VX.B)AC =VX.D

re=t:D
X & FTV,(T) (2, Lema 7.4.10)
4. C =vX.C!
D=BAC! (3, Lema 7.4.8)
5.
4] r'=t:D : (=)
I'Ft:BAC (Ae)
3 I'-npt: B %)
2 I'EAX.npt:VX.B (=)
I'FAX.mpt: A
(o) 1.THFAXmpt: A (Hipdtesis)
2. A=VX.C
I'tnpt:C
X & FTV,(T) (1, Lema 7.4.10)
3. B=C
'ct:CAD (2, Lema 7.4.10)
4. VX (CAND)=VX.CAVX.D (Iso. (p-pisT))
2] I'Et:CAD (vy)

I'FAX.L:VX.(CAD)

'-AX.t:VX.CAVX.D E )

Ne
FF—WVX‘B(AX.T,) VX.C )

2] (=
' myx B(AX.1): A

[4]

~—

e (ppisTy, .. ): (myx.Bt)[C] = W[X;:C]B(t[C])

(7)) 1.THt:VX(BAD) (Hipotesis)
2. 'k (myx.pt)[C]: A (Hipotesis)
3. A=[X =ClF
I'+nyx.pt : VX.E (2, Lema 7.4.10)
4. VX.E=VX.B
F'Ft:VX.EANF (3, Lema 7.4.10)
5. F=B (4, congr. (=))

6. [X:=C|(BAD)=|X:=C|BA[X :=C|D (Def.)
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7./ X:=C|B=[X :=C|FE (5, congr. (=))
8.
T'F¢:YX.(BAD) y
” IHt[C]: [X := C)(BAD) e)(:)
I'Ht[C]:[X :=C|BA[X :=C|D (; )
. Ik mx—c)p(t[C)) : [X == C]B :)e
3] 't 7mix.—qp([C]) : [X :=ClE ;)
I'F mix—cpp(t[C]) : A -

() L.THt:VX(BAD) (Hipotesis)
2. I'Frx.—cp(t[C]) - A (Hipétesis)
3. A= (X :=C|B

I'FtC|:ANE (2, Lema 7.4.10)
4. VX (BAD)=VX.BAVX.D (Iso. (p-pist))
.

" I't:VX.(BAD) =)
I'Ft:VX.BAVYX.D ,

I+ ryxpt: VX.B (Ae)
vX.BU . . V)

g [F (meatlCl: [X:=CIB
I'F (mex.Bt)[C]: A B

e (Br):silks: A (\edr)s = [x:=s|r

1.TFs: A (Hipétesis)
2. TFMe4r: B (Hipétesis)
3.I'Fxx?r:A=B (2, Lema 7.4.10)
4. A= B=A=C

Na:AkFr:C (3, Lema 7.4.10)
5. B=C (4, congr. (=))
6. Nk |x:=sr:C (1, 4, Lema 7.4.12)
7.'F[x:=s|r:B (5, 6, regla (=))

e (Bp): (AX.r)[A] = [X = A]r
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1.
2.

NS o

I'F(AX.r)[A]: B

B =[X = A|C
'-AXr:vVX.C

. VX.C=VX.D

Tkr:D
X ¢ FTV,(T)

C=D

FEr:C

(X :=A'FI'F[X :=A]r:[X = AC
I'F[X:=Ar:B

csilbkr: A ma(r, sy — r

.I'Fr: A
. malr,s): B
.B=A

I'k{(r,s): ANC

T FEma(r,s)y: A

109
(Hipétesis)

(1, Lema 7.4.10)

(2, Lema 7.4.10)
(3)

(4, regla (=))

(5, Lema 7.4.12)
(2, 3, 7, regla (=))

(Hipdtesis)
(Hipdtesis)

(2, Lema 7.4.10)
(2, 3, regla (=))

O
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo
futuro

8.1 Conclusiones

En este trabajo expusimos un problema de rigidez en los sistemas de tipos
en lenguajes de programacion, y en la relacion de derivacién en los sistemas
de pruebas. Los mismos distinguen elementos que tienen diferente forma (es
decir difieren sintdcticamente) pero mismo significado, como pueden ser las
pruebas de las conjunciones AAB y BAA, de las implicaciones (AAB) = C'y
A = B = (C, odelacuantificacién e implicacion, respectivamente, VX.(A =
B) y A = VX.B cuando X ¢ FTV4(A). De esta manera impide, por
ejemplo, que una prueba de la proposicién AA B constituya una prueba para
B A A, cuando se puede demostrar mediante la existencia de un isomorfismo
que dichas proposiciones son efectivamente equivalentes.

Analizamos el trabajo realizado en torno a la familia de sistemas modulo
isomorfismos, en particular Sistema I, y propusimos una extension a dicho
sistema con polimorfismo, a la que llamamos Sistema I Polimérfico. Describi-
mos las diferentes caracteristicas particulares del mismo, a saber el conjunto
de isomorfismos a identificar y las consecuencias en la relacion de tipado,
reduccién y equivalencia entre tipos y términos. Expusimos los motivos de
las decisiones de inclusién y exclusion de isomorfismos y de equivalencias
entre tipos y términos. Y finalmente probamos la propiedad de preservacién
de tipos para el calculo.

111
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8.2 Trabajo futuro

8.2.1 Adicién de conectivas

Un area a explorar es la de agregar mas conectivas. Una de ellas podria ser
un elemento neutro para la conjuncién, T. Esto implicaria més isomorfismos
para el conjunto de base, en particular ANT =A, A=T=TyT=
A = A [9]. Agregar la equivalencia T = T = T permitirfa construir el
término Q = (Ax".zx)(Mx".2x) : T, que al tener tipo T podria forzarse
a reducir a algin término normalizante, como podria ser el que descarte
su argumento, mediante restricciones a la regla beta: “si A = T, entonces
(Ax?.r)s — [x := %|r”, siendo -  : T la regla de introduccién para T.

8.2.2 Terminacion

La normalizacién fuerte en Sistema I se probé [11] utilizando una reformu-
lacién no trivial de la prueba clasica de Tait para tipos simples. No puede
usarse la nocion de términos neutrales [19] (usualmente definidos como aque-
llos de eliminacién, como son los de aplicacién y proyeccion) ni la propiedad
CR3 porque, tanto en Sistema I como en Sistema I Polimérfico, la neutrali-
dad no es estable respecto a la equivalencia =. Por ejemplo, (r, s)t es una
aplicacién y por lo tanto es neutra, pero el término equivalente (rt, st) es un
par y por lo tanto no es neutral. Conjeturamos que es posible la extension
de la técnica de Sistema I a Sistema I Polimérfico.

8.2.3 Eta-expansion rule

Una extension de una versién preliminar de Sistema I [10] se implement6 en
Haskell [13] con la adicion de algunas reglas para lograr la propiedad de pro-
gresion (es decir que solo las introducciones sean formas normales), por ejem-
plo “si s : B, entonces (A \yP.r)s — \xd.(\yP.r)s”. Esta regla, junto a
otras de las introducidas en la implementacién, es un caso particular de la
n-expansion. Con la regla t — Az .ta es posible obtener (Ax? Ay®.r)s —
A (e P orysz =2 Az . Oat P or)zs — A2 (0P r[z/a])s). Recien-
temente se extendié Sistema I con n-expansiones, mostrando la propiedad
de progresion [12]. Dejamos como trabajo futuro extender SIP de la misma
manera.
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8.2.4 Implementacién y punto fijo

Como se menciond en la seccién anterior, existe [13] una implementacion de
una extension de una versién preliminar de Sistema I. Ademas de las reglas
mencionadas, se agregé un operador de punto fijo. Planeamos extender dicha
implementacion siguiendo el disefio de Sistema I Polimoérfico. También se
consideran formalizaciones de otros lenguajes como Coq o Agda para trabajo
futuro, con el fin de desarrollar bibliotecas o extensiones de los mismos.
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