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Resumen Sistema I es un lambda célculo simplemente tipado con pares,
extendido con una teoria ecuacional obtenida a partir de los isomorfismos
de tipos existentes entre los tipos simples con pares. En este trabajo en
progreso proponemos una extensién de Sistema I hacia tipos polimérficos,
anadiendo al sistema de tipos tanto el cuantificador universal como sus
isomorfismos relacionados.
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1. Introduccion

Dos tipos A y B se consideran isomorfos si existen dos funciones f: A = B
v g : B = A tales que la composiciéon go f : A = A es semanticamente equi-
valente a la identidad en A, y la composicién fog: B = B es seméanticamente
equivalente a la identidad en B. Di Cosmo y sus colaboradores caracterizaron
los isomorfismos existentes en diferentes sistemas: tipos simples, tipos simples
extendidos con pares, polimorfismo, y otros (ver [2] para una referencia comple-
ta). Utilizando dicha caracterizacién, Diaz-Caro y Dowek [3] definieron Sistema
I, un lambda célculo con pares simplemente tipado donde los tipos isomorfos son
considerados iguales. Asi, si A y B son isomorfos, todo término de tipo A puede
ser utilizado como un término de tipo B. Por ejemplo, el isomorfismo conocido
como currificacién dice que (A A B) = C es isomorfo a A = B = C, y por lo
tanto una funcién esperando un par puede ser utilizada como una funcién es-
perando los argumentos por separado. Para esto Sistema I incluye a su vez una
equivalencia entre términos: t(r, s) = trs, ya que si ¢ espera un par de elementos,
también puede tomar uno a uno por separado.

Diaz-Caro y Martinez Lépez [4] implementaron una versién preliminar de
Sistema I extendido con un operador de recursién en Haskell, lo que produjo un
lenguaje con caracteristicas muy particulares; por ejemplo, utilizando el isomor-
fismo existente entre A = (BAC) y (A = B)A(A = C), se puede construir un
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término que sea la proyeccién de una funcién que compute un par de elementos,
para obtener mediante evaluaciéon una de las funciones més simples que compu-
tan solo uno de los elementos del par, sin haber aplicado previamente la funcién
y descartando asi el cédigo que computa el resultado que no nos interesa.

En este trabajo proponemos una extensiéon de Sistema I a tipos polimérficos,
agregando los isomorfismos existentes en presencia del cuantificador universal,
con el fin de enriquecer el lenguaje.

Este es un trabajo en progreso, y como tal, las propiedades formales del
sistema se dejan para trabajo futuro.

El paper estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2 presentamos
Sistema I, tal y como fue definido por Diaz-Caro y Dowek [3]. En la Seccién 3 pre-
sentamos nuestro aporte, que es la versién polimoérfica de Sistema I. Finalmente
en la Seccién 4 damos algunas conclusiones y una descripcién de los trabajos en
progreso y a futuro.

2. Sistema I

2.1. Definiciones

Sistema I es una extensién al Lambda Calculo Simplemente Tipado con Pares
(al que llamaremos de forma abreviada Calculo Simple). La sintaxis de tipos no
se ve modificada, y Sistema I conserva los mismos tipos que el Calculo Simple:

A = T7|A=A|ANA

Sin embargo, la extensién de Sistema I con respecto al Calculo Simple consiste
en agregar la siguiente regla de tipado:
[AEB]M =)
t: B

valida para todo par de tipos A y B isomorfos. Este agregado, no menor, trae
aparejado la modificacién de la semantica operacional del célculo, ya que, por
ejemplo, una abstraccién de tipo A = (BAC') podra ser tipada con el tipo del par
de funciones (4 = B)A(A = (), y por lo tanto podremos proyectar una funcién
a partir de una abstracciéon. Es decir, las abstracciones pueden convertirse en
pares.

Los isomorfismos considerados son los cuatro existentes para el Célculo Sim-
ple (cf. [2]), y se detallan en la Figura 1.

Los isomorfismos (1) y (2) definen la conmutatividad y asociatividad de la
conjuncion, el isomorfismo (3) es la distributividad de la implicacién con respecto
a la conjuncion, y el isomorfismo (4) es la currificacién.

La regla de tipado (=), para los isomorfismos considerados, induce ciertas
equivalencias entre términos. La conmutatividad y asociatividad de la conjun-
cién implican que el par de términos (¢,7) y el par de términos (r,t) son in-
distinguibles, ya que ambos son tipados con A A B y con B A A, por lo tanto,
consideraremos que dichos términos son equivalentes, de la misma manera que
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AANB=BAA (1)
AN(BAC)=(ANB)ANC (2)
A= (BANC)=(A=B)AN(A=C) (3)
(ANAB)=C=A=B=C (4)

Figura 1. Isomorfismos del Calculo Simple

(t,(r,s)) y ({t,r),s) son indistinguibles. Esta modificacién implica que la pro-
yeccién usual de pares definida con respecto a la posicion (e.g. m;(t1,t2) < t;)
no estd bien definida para nuestro sistema, y por consiguiente, Sistema I utiliza
proyecciones con respecto al tipo:

Sit: A entonces ma(t,r) <>t

Esta regla torna Sistema I en un sistema no determinista, ya que si ¢t y r tienen
tipo A, w4 (t, ) podra reducir indistintamente a ¢ o a r. Este no determinismo no
presenta un problema mayor ya que, en presencia de la propiedad de preservacién
de tipos y si se piensa a Sistema I como un sistema de pruebas, implica que el
sistema identifica las diferentes pruebas de proposiciones isomorfas (como una
forma de proof-irrelevance). Por otra parte, si se considera a Sistema I como un
lenguaje de programacion, el determinismo se puede recuperar codificando los
términos ¢t y r del mismo tipo como AzB.t y \a®.r, con B # C. Por lo tanto
dicho no determinismo se considera una caracteristica deseable y no un problema
(ver discusién en [3]).

La sintaxis de términos entonces es la sintaxis del Céalculo Simple, excepto
porque las proyecciones dependen de los tipos (lo que también implica que todos
los términos son tipados, y por lo tanto utilizamos la notacién a la Church, o
sea con las variables explicitando su tipo):

t = x| x|t ] (t,t) | mat

Se considera por convencién que para todo tipo A existe un conjunto infinito
de variables de tipo A denotado por V4 tal que si A = B entonces V4 = Vp,
y si A # B entonces V4 N Vp # (). Esto tiene como consecuencia que no hay
variables diferentes con el mismo nombre (cf. [1, Pagina 26]).

Se definen de la forma usual las funciones F'V; (variables de término libres
en términos), FTV; (variables de tipo libres en términos), FTV, (variables de
tipo libres en tipos), y la substitucién de términos en términos ([x := r]t).

El sistema de tipos de Sistema I es el sistema de tipos del Calculo Simple con
la modificacién correspondiente a la proyeccién con respecto al tipo y la adicién
de la regla (=), mencionada al principio de esta seccién. Se detalla el sistema
completo en la Figura 2. La presentacion elegida para las reglas de tipado es sin
un contexto especifico (a diferencia de como es usual encontrar en los juicios de
tipado més tradicionales, I' -t : A), ya que toda variable lleva su propio tipo y
por lo tanto el contexto seria redundante.
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(peval—F () [AEB]% =
t: B (=) t:A= B T:A(ie) t:A r:B (AD) tZA/\B(/\e)
Aztt: A= B tr: B (t,ry: ANB wa(t): A

Figura 2. Reglas de tipado de Sistema I

De la misma manera que los isomorfismos (1) y (2) implican la conmuta-
tividad y asociatividad de pares en los términos, asi como un cambio en la
proyeccién, el isomorfismo (3) implica que ciertos términos deben ser identifica-
dos: una abstraccion que retorna un par de funciones se identifica con un par de
abstracciones y un par aplicado a un término, distribuye dicha aplicacion:

Az (t, )y = (\a?t, Aatr)
(t,r)ys = (ts,rs)

donde & es un simbolo simétrico.
Finalmente, el isomorfismo (4) induce la siguiente identificacién de términos:

t(r,s) = trs

sin embargo, esta identificaciéon produce ambigiiedad con la beta-reduccién. Por
ejemplo, si t : Ay r : B, el término (Az"B.s)(t,r) puede beta-reducir a
[ := (t,r)]s, pero a su vez este término serd equivalente a (Az4"B.s)tr, que
beta-reduce a ([z := t]s)r. Para evitar dicha ambigiiedad, la beta-reduccién de-
bera realizarse sélo en el caso en que el tipo esperado en la abstraccion y el tipo
del argumento coincidan:

Si 7 : A entonces Az .t)r < [z :=r]t

Los isomorfismos (1) y (2) definen la conmutatividad y asociatividad de la
conjuncion, el isomorfismo (3) es la distributividad de la implicacién con respecto
a la conjuncidn, y el isomorfismo (4) es la currificacion.

Resumiendo, la semantica operacional de Sistema I viene dada por la relacién
— la cual se toma moédulo la relaciéon simétrica <. Es decir, se considera la
relacion — = 2% o — o 2% donde =* es la clausura transitiva de =.
Como es usual, notaremos también con —* a la clausura reflexotransitiva de —.
Las reglas de ambas relaciones (< y =) se detallan en la Figura 3.

2.2. Ejemplos

En esta seccion mostramos algunos ejemplos para discutir la necesidad de las
reglas presentadas.

El primer ejemplo muestra el uso de la equivalencia entre términos para
producir aplicaciones no tradicionales, que no es posible construir en el Célculo
Simple. En particular, la funcién apply = A\f4= 5 Az?. fz se puede aplicar a un
par, e.g. (9,t) con g : A= By t: A, ya que la siguiente derivacién de tipo es
vélida, debido al isomorfismo (4):
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Sis:A, (Axtr)s < [z:=sr

Sir: A, wa(r,s) —r

t=r t=r t=r t=r t=r

Rio Cuarto, 14 al 18 de Octubre de 2019

t=r

et 2 et ts=rs st = sr (s) = (r,s) (s, t) = (s,7)

t—=r tesp tesr t—=r t—=r

Azt s Xzt ts s st st (t,s) = (r,s) (s,t) = (s,7)

Tat &2 AT

t—r
At — TAT

Figura 3. Relaciones que definen la semantica operacional de Sistema I

MNAFB A fr: (A= B)= A=1B

g:A=1B

T A

MAZB X zA fr: (A= B)ANA)= B

(Ai)

(g,t) : (A= B)ANA

(AfAZB XA fa)(g,t) : B

La reduccién ocurre de la siguiente manera:

(=)

()\fA=>B-)\$A-fSU)<9at> :(CURRY) ()‘fA:>B~)‘:EA'f$)gt ;)?-3 gt

El segundo ejemplo muestra que la misma aplicacién puede usarse de otras
formas. Por ejemplo, (AfA=B . AzA.fx)tg también estd bien tipado, usando los
isomorfismos (1) y (4), y reduce a gt, como se puede observar en la siguiente

reduccion.

AfAZB Xz fa)tg Z (curny) (AfAZB XA f2)(t, g)

:)(COMM) ()\fAjB)\IA-fZE)(g’t) =" gt

También la funcién apply’ = AeA=BIN 1, p(x)T4(x) puede aplicarse a

g: A= Byt:A como si estuviera currificada:

()‘x(AiB)AA -TA=B (x)ﬂ-A (l‘) )gt ‘j(CURRY)

(}\x(A:>B)/\A

TAspTTAT){(g,t) 5 Tasp(g,t)Talg,t) —2 gt

Hemos mostrado diferentes maneras isomorfas de aplicar g a ¢ mediante
apply. De igual forma sucede con los pares y otras combinaciones.

Otro ejemplo que resulta de interés es el mencionado en la Seccién 2.1: una
funcién que devuelve pares se puede proyectar. Supongamos que tenemos el

término projr definido como ma—pg(Az?.(t,r)), con t : By r :

lugar, es tipable, utilizando el isomorfismo (3):

-721-

C; en primer



XXV Congreso Argentino de Ciencias de la Computacion Rio Cuarto, 14 al 18 de Octubre de 2019

ANB=BAMAA (1)

AN(BANC)=(ANB)ANC (2)

A= (BANC)=(A=B)AN(A=C) (3)
(ANB)=C=A=B=C (4)

VX.VY.A=VY.VX.A (5)

si X ¢ FTVa(A) VX.(A= B)= A=VX.B (6)
VX.(AAB)=VX.AANVYX.B (7)

Figura 4. Isomorfismos de Sistema F con pares considerados

AxA(t,r)y: A= (BAO)
AxA.(t,r): (A= B)A (A= C)
Tasp(Azt.(t,7)): A= B

La reduccién se produce como sigue:

=)
Ae)

projf:WAég()\xA.@,r)) 2 (bist,) 7TA¢B<)\£UA.t,>\£CA.T> - At

Observar que la funcién es proyectada a pesar de no estar aplicada, devolviendo
una funcion.

3. Sistema I Polimérfico

3.1. Definiciones

En esta seccion describimos la extensién polimoérfica a Sistema 1. La sintaxis
de tipos es extendida con el cuantificador universal, obteniendo los tipos de
Sistema F [5] con pares:

A = X|A=A|ANA|VX.A

Adema&s consideramos también algunos de los isomorfismos que surgen como
consecuencia de este nuevo simbolo (también caracterizados por Di Cosmo y sus
colaboradores [2]). Los isomorfismos considerados se detallan en la Figura 4. Los
primeros cuatro son los detallados en la seccién precedente, y por lo tanto Siste-
ma I Polimérfico incluye las mismas relaciones entre términos que las de Sistema
I. El isomorfismo (5) nos indica que de alguna manera deberemos considerar la
conmutatividad de los argumentos de una aplicaciéon de tipos. Sin embargo, di-
cha conmutatividad harfa que la aplicacién del término a un tipo no sélo sea
no determinista, sino que ademas no se podria probar la preservacién de tipos.
Por ejemplo, (AX.AY. Az .2)[A][B] reduce a Az*.z, pero si se pueden conmutar
los argumentos, también reducirfa a Az®.x, para tipos A y B cualesquiera. Por
consiguiente, agregamos una etiqueta a la aplicacion de tipos para indicar a qué
variable corresponde. Por ejemplo, el término anterior se escribira

(AX. AV )z 2)[Ax][By]
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t: _
v (ax) PSR S
[GVA]x:A A B]t:B
At:B (=) t:A= B r;A<:$C> t:A r:B (AD) t:ANDB (Ae)
Axt: A= DB tr: B (t,ry : ANB ma(r): A
t:B t:VX.B (Vo)
X¢FTVi ()] —-re—e— (Vi) e
T O VX B t[Ax]: [X := AIB

Figura 5. Reglas de tipado de Sistema I Polimérfico

lo que hace que la identificacién de este término con (AX.AY. Az .z)[By|[Ax]
no modifique su seméantica operacional.
Por lo antedicho, la sintaxis de términos de Sistema I Polimérfico es la si-
guiente:
t o= x| Azttt | (t,t) | mat | AX .t | t{Ax]

Las definiciones de variables libres y substituciones se extienden de forma
usual a las nuevas construcciones, con una excepcién: en la substitucién de tipos
en términos cerrados, la aplicacion de tipos debe renombrar las variables por
variables nuevas tomadas del conjunto correspondiente al tipo que se sustituye,
ya que las variables se eligen de conjuntos diferentes dependiendo de su tipo.

Las reglas de tipado se establecen en la Figura 5, y son las reglas estandares
de Sistema F con pares, a la cual hemos agregado la regla (=).

Las seis reglas que definen la relacién simétrica = entre términos en Siste-
ma I son heredadas directamente en Sistema I Polimérfico. Ademads, debemos
agregar reglas a esta relacién que reflejen los nuevos isomorfismos. La seméntica
operacional de Sistema I Polimérfico, que, al igual que en Sistema I, viene dada
por la relacién < maédulo la relacion simétrica =, se detalla en la Figura 6.

3.2. Ejemplos

En esta seccién introducimos ejemplos para mostrar la necesidad de las reglas
presentadas. Los términos elegidos en los ejemplos no son tipables en Sistema F
con pares.

La regla (p-swar) permite no prestar atencién al orden de los argumen-
tos de tipos, lo cual es una consecuencia del isomorfismo (5). Asi, el término
(AX.AY Az X \yY .2)[By|[Ax] reduce a Az \yP.z, a pesar de que las instan-
ciaciones de tipos estan en diferente orden; la reduccion procede asi:

(AX.AY 2™ AyY .2)[By][Ax] Spswar) (AX.AY Az NyY .2)[Ax][By]

g, (AY Azt \yY 2)[By] <5, At AyPa

La regla (p-conv,, . ) permite no prestar atencién al orden de los argumentos
de términos y tipos, como en el siguiente ejemplo:

(AX XA NfAZX fa)t 2 (p-commy, )
Az (AXAfAZX fo)t s, (AXAFATE L)
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(rys) 2 (s,1) (comm)
(r, (s, t)) = {{r,s),t) (asso)
Az (r,s) = (et Az s) (p1sty)
(r, s)t = (rt, st) (D18 Tapp)
r(s,t) = rst (curry)
t[Ax][By] = t[BYHAX] (P-swar)
si X ¢ FTVa(A) AX 2z r 2 2zt AX (p-connny, . )
si X ¢ FTV4(A) ()\:E 1)[Bx] = Az t[Bx] (P-conmy, )
X.(r,s) 2 (AX.r, AX.s) (P-DISTVi/\l)
( s)[Ax] = (r[Ax], s|Ax]) (P-p157T3 1, )
myx.A(AX.r) 2 AX.war (p-p1sTy A, )
sit:VX.(BAC) (mvx.Bt)[Ax] 2 Tx.=a18(t[Ax]) (P-DIST, vy, )
Sis:A, Aetr)s < [z:=sr (Bx)
Sir: A, wa({r,s)) = r (m)
(AX.r)[Ax] — [X = A]r (Ba)
t=r t=r t=r t=r t=r t=r
Medt 2 etr ts=rs st=sr (ts) = (r,s) (s,t) 2 (5,7) wat = war
t=r t=r
AXt=2 AXor t[Ax] = r[Ax]
__te=r tesr tesr t—r L—r L
Mett s Azt ts s st st (t,s) < (r,s)  (s,t) < (s,7) wal <> war
t—r t—r

AXt— AX.r t[Ax] — T[Ax]
Figura 6. Relaciones que definen la semantica operacional de Sistema I Polimérfico
La regla (p-comm,,_ ) es consecuencia del isomorfismo (6). Por ejemplo, el

término (Az"X(X=X) 2)[Ax](AX. \x¥.z), estd bien tipado. Notamos con X al
tipo VX .(X = X):

Xz X=X _
MEz VY. X = (Y =Y) v.)
M\aF2)[Ax] X = (A= 4)  AX Xz X

(=)

(AE2)[Ax])(AX A2 Xx): A= A

La reduccién ocurre como sigue:

()\$VX'(X:>X).$)[Ax](AX.)\yX.y) (:)(P’COMMve:n)
()\mVX'(X:X).x[AX])(AX.)\yX.y) g, (AX ¥ ) [Ax] g, Ayty
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La reglas (p-pisty,,,) ¥ (p-p1s7y,,,) son consecuencia del isomorfismo (7). Por
ejemplo, el término WVX.(X:>X)(AX.<)\J:X.33, t)) estd bien tipado:

AX. Az .z, t) VX (X = X) A A)
AX. Az .z, t) : (VX(X = X)) A (VX.A)
Tyx.(x=x)(AX.(AzX 2,1) : VX (X = X)

Las siguientes son dos reducciones alternativas de dicho término:

(Ae)

TVX.(X=X) (AX- <)‘xX~xa t>) ;)(P-DISTVMi)

TyX.(X=X) (AX D zX x, AXt) =, AX ) zX .z

TYX.(X=X) (AX <)\xx'xa t>) (j(P-DISTVi/\e)
AX.’]Txéx<>\£CX.£L’,t> . AX ¥ .2

Otra consecuencia del isomorfismo (7) es la regla (p-pisty_,,), para la cual
podemos considerar el siguiente ejemplo:

(AX X zX Ayt, AX X eX AP ) [Cx]

el cual estd bien tipado. Por simplicidad, asumimos ¢t : D y r : E con X ¢

FTV4A(D)U FTVA(E):

(AX e X yAt, AX D zXA2Br) VX.(X = A= D)AVX.(X = B=E)
(AX e X yt, AX A zX\2Br) VX.(X = A= D)A(X = B=E))
(AX A zX A yAt, AX DX \2Br)[Ox]: (C= A= D)A(C = B=E)

(=)
(Ve)

La reduccién ocurre como sigue:

(AXAzX Myt AXAX NP 0)[Ox] 2 eoisey, )
(X M A0 [Cx], A NP [Ox]) =5, QaCaytt, AaCABor)

Finalmente, la regla (r-p1st,_,, ), también consecuencia del mismo isomorfis-
mo, nos permite considerar el siguiente ejemplo:

(Tyx.(x=X) (AX~<>\$X z,7)))[Ax]

el cual también estd bien tipado. Asumiendo r : C', tenemos la siguiente deriva-
cion:
AX. DXz, r) :VX.(X = X)AC) (=)
AX. QxX .z, ) (VX.(X = X)) A (VX.0) (7\ )
Tox.(x=x)(AX.QaX iz, 7)) VX(X = X)  ©
(myx.(x=x)(AX. QX 2, 7))[Ax] : A=A °

La reduccién ocurre como sigue:

(’/TVX_(X:X)(AX.O\:CX.Z, 7“>))[AX] ﬁ(P-DISTAeve)

TasA(AX. 0¥ .2, 1) [Ax]) =g, Tasadzdz [X = Alr) —, etz
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4. Conclusion

En este paper hemos presentado una extension a Sistema I a tipos polimérfi-
cos, extendiendo el numero de isomorfismos a considerar y, en consecuencia,
extendiendo la equivalencia entre términos del lenguaje.

Este es un trabajo en progreso, y como tal, ain estamos desarrollando las
pruebas de correccién (preservacion de tipos y normalizacién fuerte). Ademds,
como trabajo a futuro planeamos extender la implementacion presentada por
Diaz-Caro y Martinez Lépez [4] con las construcciones introducidas aqui.
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